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1 Introducao

Economia é, em esséncia, o estudo de decisdes — de consumidores, firmas, governos e mercados.
Para entender essas decisoes com precisao, precisamos de uma linguagem que permita formaliza-las,
manipula-las e extrair conclusées que nao seriam visiveis a olho nu. Essa linguagem é a matema-
tica.

O objetivo destas notas nao ¢ desenvolver matematica pela matemdtica. E o oposto: usar a ma-
tematica como instrumento para iluminar questdoes econdmicas concretas. Por que o consumidor
escolhe determinada cesta de bens? Como a firma decide quanto produzir? O que acontece com o
emprego quando a taxa de juros sobe? Essas perguntas tém respostas precisas — e a matemadtica
¢é o caminho para chegar a elas.

1.1 O que vamos estudar

O curso ¢é organizado em torno de trés grandes blocos:

Calculo diferencial e integral. A derivada mede como uma varidavel reage a uma mudanca
marginal em outra — é a formalizacao da ideia de “custo marginal”, “receita marginal” e “propensao
marginal a consumir”. A integral acumula essas variagoes ao longo do tempo ou de um intervalo — e
aparece naturalmente em modelos de crescimento, excedentes e valor presente. Equacoes diferenciais
ordinarias descrevem dindmicas: como a inflagdo evolui, como o estoque de capital se acumula, como
um mercado converge para o equilibrio.

Fungoes de varias variaveis. O mundo econdémico é multidimensional. A utilidade depende de
varios bens; a producao depende de capital e trabalho; o lucro depende de preco, salario e custo do
capital. Derivadas parciais, curvas de nivel e o gradiente sdo as ferramentas que permitem navegar
nesse espaco.

Otimizacao. A maior parte dos modelos econdmicos é, no fundo, um problema de otimizagao:
maximizar utilidade sujeito a uma restricdo orcamentaria; maximizar lucro dado um custo de pro-
dugdo; minimizar custo para uma dada meta de producdo. As condigbes de primeira e segunda
ordem, o método de Lagrange e as condi¢des de Kuhn-Tucker sdo o vocabulario desse problema.

1.2 Como usar estas notas

Cada secao abre com uma motivagdo econdmica antes de desenvolver os conceitos formais. A ideia
é que o estudante saiba, desde o inicio, para que serve o que estd aprendendo. Os exemplos sao
retirados de microeconomia, macroeconomia e financas — nao porque a matemaética seja diferente
em cada area, mas porque os problemas de cada area ajudam a dar concretude ao ferramental.

As referéncias principais sdo Chiang e Wainwright (2005) para métodos matematicos aplicados a
economia, Simon e Blume (1994) para otimizagao e dlgebra linear com rigor, e Leithold (1994) para
os fundamentos de calculo. Ao longo do texto, indicamos onde cada referéncia aprofunda os tépicos
tratados.
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2 Nivelamento: Conjuntos e Funcoes

2.1 Motivacao Econdémica

Antes de derivar e integrar, precisamos de uma linguagem precisa para descrever os objetos com os
quais a Economia trabalha. Essa linguagem é fornecida pela teoria de conjuntos e funcoes.

e« Conjuntos como conjuntos de escolha. O conjunto orcamentario de um consumidor —
todas as cestas (z,,z5) que ele pode comprar dado seu orgamento p;z; + pyzy < m — é um
subconjunto de [Ri. A intersecdo de dois conjuntos orcamentarios com precos distintos é o
conjunto de cestas acessiveis em ambas as situacoes.

o Funcgodes como relagées econémicas. A fungdo de demanda ¢ = D(p) associa a cada prego
p uma quantidade demandada ¢q. A funcao de producdao Q = F(K, L) associa a cada par
(capital, trabalho) um nivel de produto. A utilidade U = u(z,,z,) associa a cada cesta um
numero real que representa a satisfacdo do consumidor.

¢ Dominio e imagem como restrigoes. O dominio de uma func¢éao de producgio é IRi (insumos
nao negativos); sua imagem ¢ [0, +00) (produto ndo negativo). Reconhecer dominio e imagem
corretamente evita erros como aplicar resultados de otimizacao fora do intervalo relevante.

o Composicao e elasticidade. A elasticidade-preco da demanda usa composicdo de fungoes:
dln D
€= ——"-

, em que se compoem In e D.

2.2 Conjuntos
2.2.1 Definicoes Basicas

Um conjunto é uma cole¢do bem definida de objetos, chamados de elementos. Dado um conjunto
universo X, as principais operagoes entre subconjuntos A, B C X sdo:

Operagao Notacao Definicao

Unido AUB {reX:x€Aouz e B}
Intersecao ANB {reX:ze€Aexec B}
Diferenga A\ B {reX:zc€cAex ¢ B}
Complementar A° {reX:x¢ A}

Propriedades uteis:

e Comutatividade: AUB=BUAe ANB = BNA. A ordem dos conjuntos nio altera o
resultado da unido ou da intersecao.

« Lei de De Morgan (complementar da unido): (AU B)° = A°N B°. O complementar da
unido é a intersecdo dos complementares — “nao esté em A nem em B”.

+ Lei de De Morgan (complementar da intersegdo): (ANB)° = A°UB°. O complementar
da intersecdo é a unido dos complementares — “nao estd em A, ou nao estd em B”.
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o Distributividade: (AUB)NC = (ANC)U(BNC). A intersecao distribui sobre a unido,

analogamente a multiplicagdo sobre a adigao.

2.2.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Calcule AUB, AN B, A\ B, B\ Ae (AU B)".

(a) A={1,2,3}, B={-1,0,2,5}, X = Z.

AUB={-1,0,1,2,3,5}
ANB={2}
A\NB=1{1,3}
B\ A={-1,0,5}
(AUB)® =7\ {-1,0,1,2,3,5}

(b) A={1,3,5,7,...} (impares), B ={2,4,6,8,...} (pares), X = N.

AUB =N\ {0} ={1,2,3,...}

ANB=10
A\NB=A, B\A=B
(AUBY = {0}
(c) A=R_=(—00,0), B=[-1,1, X =R
AUB = (—00,1]
ANB=[-1,0)
AN\ B = (—o0,—1)
B\ A=[0,1]

(AUB)® = (1,+00)
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(d) A=[-1,1), B=(1,2], X =R.

Os dois conjuntos nao se tocam (A termina em 1 exclusive, B comeca em 1 exclusive):

AUB=[-1,1)U(1,2]
ANB =1
A\NB=[-1,1), B\A=(1,2]
(AUB)® = (—o0,—1) U {1} U (2, +00)

(e) A= (—7,—1), B=(-2,2), X =R.

A intersecao é (—2,—1):

AUB=(-1,2)
ANB=(-2,-1)
A\ B = (-7,-2]
B\ A=[-1,2)
(AU B)® = (—o0, —7] U [2, +0c0)

() A= [0, log(1)], B= (", +00), X = k.
Observando que log(1) =0 e e’ = 1:

A=[0,00={0}, B=(1,+0)

AUB={0}U(1,+0c0)
ANB=10
ANB=1{0}, B\A=(1,+)
(AU B)® = (—00,0) U (0,1]

18



2.3 Funcoes Lineares
2.3.1 Revisao

Uma fungao linear (ou afim) tem a forma f(x) = ax + b, onde a é a inclinagdo (coeficiente
angular) e b é o intercepto (coeficiente linear). O grafico é uma reta.

e a > 0: reta crescente; a < 0: reta decrescente; a = 0: reta horizontal.
o A reta passa por (0,b) e tem inclinagdo Ay/Ax = a.
« Dados dois pontos (z1,y;) € (T3, 42): a = (Yo — 1)/ (3 — 7).

2.3.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Esboce o grafico das fungoes abaixo.

(a) f(x) = —2x + 1: inclinacdo —2, intercepto 1.

(b)) y—xz+5=0= f(x) =2 — 5: inclinacdo 1, intercepto —5.
(c) f(z) = —g + 4: inclinagdo —1/3, intercepto 4.

(d) f(z) =azx+0b, com f(—1)=0e f(2) =—1:

Wl

— b=0
@t :>b:ae3a:—1$a:—%,b:—
2a+b=-1

(e) f(xz) = ax + b, gréafico passa por (1,0) e f(2) = 1:

atb=0 " 1 =1
2a +b=1

flx)y=2—1

(f) f(z) = 22+4eg(x) =2>—1. Dados A={z €R| f(z) >0} e B={x € R| g(x) <0},
determine A N B°.

flz)>0=-224+4>0=>2<2=>A=(—00,2)
g)<0=22-1<0=—-1<zx<1= B=(-1,1)

B® = (—o0,—1] U1, +00)
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AN B® = (—00,2) N ((—00,—1]U[1,+00)) = (—o0,—1] U [1,2)

f(x)
/

Fungdo — (a)-2x+1 — (b)x-5 — (c) -x/3+4 (d) —x/3-1/3 (e) x-1

Figura 1: Fungoes lineares dos itens (a) a (e)

2.4 Funcoes Quadraticas
2.4.1 Revisao

Uma funcdo quadratica tem a forma f(z) = ax? 4+ bx + ¢, a # 0. O grafico é uma parabola. Os
elementos essenciais para esbocéa-la sao:

e Concavidade: determinada pelo sinal de a.

— a > 0: pardbola concava para cima, com minimo no vértice.
— a < 0: pardbola céncava para baixo, com maximo no vértice.
e Vértice: ponto de minimo ou maximo da parabola, dado por:
b

xy:_%a yv:f(xv)

o Discriminante e raizes: o discriminante A = b? — 4ac determina o ntimero de raizes reais.

—b+ VA

a
— A = 0: raiz real dupla z, = —b/(2a) (pardbola tangente ao eixo x).
— A < 0: sem raizes reais (parabola nao toca o eixo z).

— A > 0: duas raizes reais distintas x; , =

o Forma fatorada: quando A > 0, podemos escrever f(x) = a(z — x;)(x — x5), o que facilita
a andlise de sinal.
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2.4.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Esboce o grafico das fungoes:

(@) f(z)=2>—b5x+6=(x—2)(z—3)

Raizes: © =2 e x = 3. Vértice: z, =5/2, f(5/2) =25/4—25/2+6 = —1/4. Cdncava para cima.
(b) g(x) = —2>+9=—(z—3)(z + 3)

Raizes: © = +3. Vértice: z, =0, g(0) = 9. Concava para baixo.

(c) h(z) =22+ 62+ 9 = (z +3)2

Raiz dupla: x = —3. Vértice: (—3,0). Concava para cima (tangente ao eixo x em x = —3).
f(x) =x*-5x+6 g(x) =-x*+9 h(x) = (x+3)?
6 | 100 100 /
7.5 75
4
5.0
= X X 50
=, S <
2.5
25
0 <o 00
/ \ 00
-25
0 2 4 6 -6 -3 0 3 6 -5.0 -25 0.0
X X X

Exercicio 2. Dados f, g e h acima, com A = {:U P> 0}, B = {z: f(x)h(z) < 0} e
C={z:(z+5)g(x)=0}.
Determinando A:

@) -3 _ a2

o) —@—3atd  ars T3

—2
A fracao —L>0<:>$
x

< 0, o que ocorre quando —3 < x < 2:
¥3 z+3 d d

A=(—3,2)

Determinando B:
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fl@) h(z) = (z —2)(z — 3)(z + 3)%.
Como (z + 3)% > 0, o sinal depende de (z — 2)(z — 3):

e (x—2)(z—3)<0&2<zx<3(ex+#—3, mas -3 ¢ (2,3)).

B =(2,3)

Determinando C:

(x+5)g(x)=(x+5)-(—(x—3)(x+3)) =0=z € {5, =3, 3}.

]C = {5, —3, 3}\

(a) AUB=(-3,2)U(2,3)
(b) BNC: B=(2,3) (aberto) e C' = {—5,—3,3}. O tnico candidato seria = = 3, mas 3 ¢ (2, 3).

(¢) Usando distributividade: (AUC)N(BUC)=(ANB)UC.
Como A = (—3,2) e B=(2,3) sao disjuntos: AN B = 0.

(AUC)N(BUC) =C ={-5, -3, 3}

(AuC)N(BUC))® =R\ {-5, -3, 3}

2.5 Funcoées Exponenciais e Logaritmicas

2.5.1 Revisao
Funcao Dominio Imagem Comportamento
e’ R (0,+00) Crescente
a®,a>1 R (0,400) Crescente
a*,0<a<l R (0,+00) Decrescente
Inx (0,4¢) R Crescente
log, z,a>1 (0,400) R Crescente

Propriedades do logaritmo: In(ab) =Ina+1nb, In(a/b) =Ina—1Inb, In(a”) = rlna, In(e*) = z,

ene =g,
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2.5.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Determine dominio, imagem e esboce o grafico.

@ =4

Como 1/3 =371: f(z) = 372¥+1) exponencial com base < 1 — decrescente.

¢ Dominio: R
o Imagem: (0,+0o0)

(b) gla) =~

e Dominio: R
o Imagem: (—o00,0) (negativa pois hé o sinal —)

(c) h(z) = In(2? —4) — In(x + 2)
Usando propriedades:

h(z) = 1n<2;2_:24) - ln(W> =ln(z—2), =+ —2.

Para que In(z? — 4) e In(x + 2) estejam definidos: - 22 —4 > 0: 2 < —2oux > 2 -1+ 2 > 0
x> —2

Intersegdo: = > 2.
e Dominio: (2,+00)
o Imagem: R (pois In(x — 2) assume todos os valores reais para = > 2)

(d) k(z) = (;) +ln<x<le_3)> +In(e*” — 3e*)

Analisando cada parcela:

—z/2

—x/2

1
. <§> = 9%/2; definido para todo z € R.

x? —3)
Raizes em —/3, 0 e v/3. Anélise de sinal:

. 1n(x<1> = —In(z(2? — 3)): precisa z(z? — 3) > 0, i.e., z(z — v/3)(z + v/3) > 0.

z(z—V3)(x+V3) >0z e (—V3,0)U(V3, +0).

. ln(el’s — 3e®): precisa e*’ —3e" >0 e’ >3 < a3 —z > In3.

Definindo ¢(z) = 23—z —In 3, numericamente In 3 ~ 1.099. A funcdo ¢ tem raiz em z* ~ 1.37.
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O dominio de k é a intersecdo das trés condigoes:

Dy, ={x € (V3, +00) :2° —x >3} = (V3, +0).

(Para = > v/3 ~ 1.732, temos x> —z > 1.732% — 1.732 ~ 3.46 > In 3.)

(£)2x+1 —e/2 In(x -2)
3
h(x) = In(x3-4) - In(x+2)
0 2
[}
1
— 1
20 L o0 -
1
— - —~ !
= z? S
= > < P
10 3
-4 -4
0 1
-2 -1 0 1 2 -2 0 2 2 4 6 8
X X

Figura 3: Fungbes exponenciais e logaritmicas dos itens (a), (b) e (c)

2.6 Operacoes com Funcdes
2.6.1 Revisao

Dadas f: A —> Reg: A— R, as operagoes algébricas entre fun¢des sao:

e Soma e diferenga: (f+g)(z) = f(x)+g(z). Definida em todo ponto onde ambas as fungdes
estao definidas.

o Produto: (f-g)(z) = f(z) - g(z). Também definida no dominio comum de f e g.

+ Quociente: (f/g)(x) = £(x)/g(

o Composigao: (fog)(z) = f(g(x)). Aplica-se g primeiro e depois f. A ordem importa: em
geral fog+#gof.

Classificagao de fungdes. Uma funcio f: A — B é classificada quanto a relacdo entre dominio
e imagem:

x), com a restrigdo g(z) # 0. O dominio exclui os zeros de g.

o Injetora (ou 1-1): cada elemento do contradominio tem no maximo um pré-imagem. For-
malmente: f(x;) = f(zy) = v, = 5. Geometricamente: toda reta horizontal cruza o grafico
no maximo uma vez.
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o Sobrejetora (ou onto): cada elemento do contradominio tem ao menos um pré-imagem.

Formalmente: Vy € B, 3z € A tal que f(z) = y. Em outras palavras: a imagem de f
coincide com B inteiro.

« Bijetora: injetora e sobrejetora simultaneamente. Cada elemento de B tem exatamente
um pré-imagem em A. Funcdes bijetoras possuem inversa f~': B — A.

2.6.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Encontre o dominio das fun¢oes.

vr—2

3 precisa x —2>0ex— 3 +£0.

(a) flz) =

xr —

D =2,3)U(3, +o0)

(b) f(z) = : precisa 22 + 3z > 0, i.e., z(z + 3) > 0.

1
Va2 + 3x
D = (—o0, —=3) U (0, +00)

r—1 . r—1
(c) f(x) = ln<m>: precisa @15

Raizes do numerador e denominador: x € {—5, 0, 1}. Tabela de sinais:

> 0.

Intervalo r—1 x x+5 Quociente
<=5 — - = —
—S<r<0 — - + +
O<z<l — +  + —
z>1 + + + +

D = (=5, 0) U (1, +00)

(d) f(z) = In(In(z?> — x — 6)): a funcdo interna In(x? — z — 6) precisa ser > 0, logo 22 —x — 6 > 1,
ie, x> —x—7>0.

1++29 1—+/29 1429
x:TﬁD: —OO,T U T’+OO

(e) f(x) =In(l — vz —1): precisa x > 1 (raiz definida) e 1 — vz —1 >0, i.e., z < 2.
D =11, 2)

: precisa x < 1 (raiz definida) e V1 —z # 1, i.e,, x # 0.
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D = (—00, 0) U (0, 1]

Exercicio 2. Sejam f(x) =21+ 1 e g(x) = 22.
(a) f(0) =1; f(=1) = =1 g(1) = 1; g(2) = 4.

(b)
fx)+gx)=22+22+1=(x+1)2
fl@)—g(z) = -2+ 22 +1
f(x) - g(x) = 2?2z + 1) = 22% 4 22
flx) 241
g@) a2 " 70
(c)
flg(x)) = f(a?) = 22* + 1
9(f(2)) = g2z +1) = (22 + 1) = 4a® + 4z + 1
(d)
f(f(x)=f2x+1) =22z +1)+1=4z+3
9(f(z) +1) = g(2z +2) = (22 +2)* = 42? + 8z + 4
g( f(x)) = (\/Qx—i- 1)2 =2x+1, x> —%
Exercicio 3. Classifique f(x) = 2z + 1 e g(r) = 2% quanto A injetividade, sobrejetividade e
bijetividade.

(a) A=R,, B=R:

o f: estritamente crescente em R, — injetora. Imagem = (1,+00) C R — nao sobrejetora.
Nao bijetora.

e g: estritamente crescente em R, — injetora. Imagem = (0,+00) C R — nao sobrejetora.
Nao bijetora.

(b) A=B=R,:

o f: injetora. Imagem = (1,4+o00) C R, = (0,4+00) — nao sobrejetora. Nao bijetora.
o g: injetora. Imagem = (0, +o00) = B — sobrejetora. Logo bijetora.
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(c) A=R_,B=R,:

o f: estritamente crescente em R_ = (—o00,0) — injetora. Imagem = (—o0,1), mas B =
(0,400). Como f mapeia R_ em (—o0, 1), e apenas (0,1) C B esté coberto, f ndo é sobre-
jetora sobre B. Nao bijetora.

e ¢ g(—x) = g(z) para todo x — nao injetora em R_ sozinha? Na verdade em R_ = (—o0,0),
g € estritamente decrescente, logo injetora. Imagem = (0, +00) = B — sobrejetora. Logo
bijetora.
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3 Limites e Continuidade

3.1 Motivacdao Econdémica

O conceito de limite é a fundacdo matematica de toda andlise marginal em Economia. Intuiti-
vamente, o custo marginal é o que acontece com o custo total quando produzimos uma unidade
infinitamente pequena a mais — ou seja, é o limite da variacdo média quando o incremento de
quantidade tende a zero:

Outros exemplos onde limites aparecem de forma central:

e Equilibrio de mercado como limite de ajustamento. Em modelos de ajustamento de
precos tipo Walras, o preco converge para o equilibrio p* a medida que o tempo tende ao
infinito: lim, ,  p(t) = p*. A existéncia desse limite é condi¢ao de estabilidade do equilibrio.

e Continuidade como pressuposto comportamental. Func¢oes de demanda e utilidade
sdo geralmente supostas continuas: pequenas variagoes de preco ou renda nao geram saltos na
demanda. A descontinuidade teria implicagoes fortes (por exemplo, mercados que “somem”
com variagoes de prego infinitesimais).

o Assintotas e mercados monopolistas. A receita marginal de um monopdlio com demanda
P(q) pode tender a —oo quando ¢ cresce sem limite — indicando que aumentar indefinidamente
a oferta destroi a receita.

3.2 Limite Lateral

Dado um ponto b € R, podemos nos aproximar dele pela direita (x — b™) ou pela esquerda (z — b™).
Esses dois limites podem diferir.

Limite pela direita: liril+ f(z) = L — valores de x maiores que b, se aproximando de b.
r—
Limite pela esquerda: liI}’)l f(z) = M — valores de x menores que b, se aproximando de b.
b~

Se L # M, os limites laterais existem mas sao distintos, e o limite bilateral lim, ,, f(z) nao
existe.

3+z sex <1

Exemplo. Considere f(z) = :
33—z sex>1

lim f(x) =4, lim f(x)=2.

z—1- z—1t

Como 4 # 2, o limite em x = 1 ndo existe, embora f(1) = 4.
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3.3 Definicao de Limite

O limite bilateral existe se e somente se os dois limites laterais existem e coincidem:

3 ligll) f(z) <= lij]lr}+ flz) = h_}nlr){ f(z).

Nesse caso, o valor comum ¢ o limite: lim,_,, f(z) = L.

Observacgao. O limite descreve o comportamento de f nas vizinhangas de b, independentemente
do valor de f(b) — ou mesmo de f(b) existir.

Limites laterais distintos Limite existe, mas lim /= f(a)

4 6
lim=5

-

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
X X

— x> ] e x<=1

Figura 4: Limites laterais distintos (esq.) e limite bilateral existente (dir.)

3.4 Limites Infinitos e no Infinito
3.4.1 Limite Infinito

Dizemos que lim,_,; f(z) = 400 quando f(z) cresce sem limite & medida que z — b. Nesse caso, a
reta x = b é uma assintota vertical do gréfico de f.

1
Exemplo. Para f(z) = —, temos D = R* e:
x
lim f(z) = +o0, lim f(z) = —o0.
z—0* z—0~

A reta x = 0 é assintota vertical; como os limites laterais divergem, o limite em x = 0 néo existe.
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3.4.2 Limite no Infinito

Quando z cresce (ou decresce) sem limite, f(x) pode convergir para um valor L. Nesse caso, y = L
é uma assintota horizontal.
1

Para f(x) = e

lim f(z) =07, lim f(x)=0".

Tr—+00 T——00
A reta y = 0 é assintota horizontal.
1

Exemplo com deslocamento. Para f(x) = o + 2
z—

o Assintota vertical em z = 2 (denominador nulo).
 Assintota horizontal em y = 2 (limite no infinito).

f(x) = 1/x f(x) = 1/(x-2) + 2
7.5
6

5.0
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Figura 5: Hipérbole f(z) = 1/x e variante com assintotas deslocadas

3.5 Continuidade

Uma funcao f é continua em x = a quando trés condi¢bes sao satisfeitas simultaneamente:

1. f(a) existe (o ponto estd no dominio).
2. lim f(x) existe (os limites laterais coincidem).
r—a

3. lim f(x) = f(a) (o limite coincide com o valor da fungao).
r—a

Se qualquer uma dessas condicoes falhar, f é descontinua em = = a.
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3.5.1 Tipos de Descontinuidade

Descontinuidade removivel: lim, ., f(x) existe, mas # f(a) (ou f(a) ndo existe). O “buraco”
pode ser preenchido.

Descontinuidade de salto: os limites laterais existem mas sao diferentes. O grafico “salta” em
x = a.

Descontinuidade essencial: pelo menos um dos limites laterais ¢ infinito (assintota vertical).

Removivel Salto Essencial (A.V.)

° AN

Figura 6: Tipos de descontinuidade: removivel, salto e essencial

3.5.2 Propriedades da Continuidade

Se f e g sdo continuas em = = a, entdo também sdo continuas em a:

Soma e diferenca: f(z) + g(z).

Produto: f(z)-g(x).

Quociente: f(x)/g(x), desde que g(a) # 0.

o Composigao: f(g(x)), se g é continua em a e f é continua em g(a).

Classes de fungoes continuas em todo o seu dominio: polindémios, fungdes racionais (exceto zeros do
denominador), exponenciais, logaritmicas, trigonométricas.

3.5.3 Continuidade e Diferenciabilidade
Uma conexao fundamental com derivadas: diferenciabilidade implica continuidade, mas a
reciproca ¢ falsa.
Teorema. Se f’(a) existe, entdao f é continua em a.
Contraexemplo. f(z) = |z| é continua em = = 0, mas nao ¢ diferencidvel ali — os limites laterais
da razao incremental divergem:
h h
lim u:17&—1: lim u

h—0t+ h h—0- h
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1
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Figura 7: Funcao |z|: continua mas nao diferencidvel em = =0

4 Derivadas

4.1 Motivacao Econoémica

O conceito de derivada surge da necessidade de medir a taxa de variagao instantidnea de uma
funcdo. Em Economia, essa ideia estd presente em toda parte: o custo marginal é a taxa de variacio
do custo total em relacdo a quantidade produzida; a utilidade marginal é a variacdo da utilidade
ao consumir uma unidade adicional de um bem; a produtividade marginal do trabalho mede o
acréscimo de produto decorrente de uma unidade extra de trabalho.

A derivada generaliza o conceito de inclinagdo de uma reta para fungoes arbitrarias: em vez de
medir a inclinacao entre dois pontos fixos, medimos a inclinagao da reta tangente ao grafico em um
ponto.

Exemplos econémicos centrais:

o Maximizacao de lucro. A firma maximiza 7(q) = R(q) — C(q) igualando receita marginal
e custo marginal: 7’'(¢*) = R'(¢*) — C’(¢*) = 0. A condicdo de segunda ordem (7”(¢*) < 0)
garante que é maximo.

o Elasticidade. A elasticidade-preco da demanda mede a sensibilidade percentual da quanti-

d
dade ao preco: € = d—q 2 Bens com le| > 1 sdo eldsticos; com |e| < 1, ineldsticos.
P q

o Estatica comparativa. Como o equilibrio ¢*(p, m) muda quando o prego p ou a renda m
mudam? A resposta é dada pelas derivadas d¢*/dp e dq*/Om.

o Produtividade marginal decrescente. Na func¢ao de produgdo Q(L), a hipdtese Q7 < 0
captura a lei dos rendimentos decrescentes: cada unidade adicional de trabalho contribui

menos que a anterior.

32



4.2 Definicao Formal
4.2.1 Taxa de Variacao Média

Dada uma funcdo f: D C R — R, a taxa de variagdo média de f no intervalo [z, x, + h] é:

Af _ flxg+h)— flzo)
~ = 0 - O h#0.

Geometricamente, essa é a inclinagdo da reta secante que passa pelos pontos (z, f(zy)) e (z¢ +
h, f(zo + h)).

4.2.2 Derivada

A derivada de f no ponto z é o limite da taxa de variacdo média quando h — 0:

f/(x()) _ }Lli% f(mo"‘h}i_f(mo),

desde que esse limite exista. Quando existe, dizemos que f é diferenciavel em z.

A derivada é a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(xy)).

4.2.3 Notacao

Para y = f(z), todas as notagoes abaixo sao equivalentes:

dy df )
’ = —_—= — = D g .
flla)= 7 =-"=Df(x)=y
4.2.4 Exemplo: f(z) = 22
Aplicando a defini¢ao:
Son o (4 h)E—2* L 2zh+h? B
FO=im = =T Tt =

4.3 Interpretacao Econdémica

A derivada é a formalizacdo matematica do conceito de marginal em Economia.
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2
0 e
7
7’
-1 0 1 2
X

Figura 8: Reta tangente a f(z) = 22 no ponto x, = 1: inclinacio f/(1) =2

Funcao f(x) Derivada f'(x)

Custo total C(q) Custo marginal CMg(q)

Receita total R(q) Receita marginal RMg(q)

Lucro 7(q) Lucro marginal 7’ (q)

Fungao de produgao Q(L) Produto marginal do trabalho PMgL
Funcao utilidade U(x) Utilidade marginal UM g(x)

4.3.1 Exemplo: Custo Marginal

Seja o custo total C(q) = ¢> — 6¢° + 15¢ + 10. O custo marginal é:

CMg(q) = C’(q) = 3¢> — 12q + 15.

Custo Total Custo Marginal
100 50
40
75
.30
C; z
O 5o O
20
o5 10
0
0 2 4 6 0 2 4 6
q 34 q



Fungdo f(z) Derivada f’(x)

Inx l

1 . 1
(_)ga v zlna

sinx CcoS T

COS T —sinx

4.4.2 Regras Algébricas

Sejam f e g fungoes diferencidveis e ¢ € R.

Soma e diferenca:
[f(z) £ g9(@)] = f'(z) £ ¢'(z).
Multiplicagao por escalar:

Produto:

Quociente:

4.4.2.1 Provas a partir da Definicao

Prova — Regra da Soma.

[f(z+h) +g(x+h)] = [fz) + g(x)]
h—0 h

g(z +h) —g(x)
h

+ lim

lim ; lim —f@)+g ).

Prova — Regra do Produto. FEsta prova cai na prova.

O truque é somar e subtrair o termo f(z) g(x + h) no numerador:

[MH@—E%f@+MMw2m—f@w@>

o @+ 1) = F@) ] gla+ 1) + @) [g(a +h) = g(a)]
h—0 h

i JEER @y 4 @) dim

g(z +h) —g(z)
h—0 h h—0 h
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=f'(@)-glx)+ flz)-g'(x). ®

(Usamos que g(x + h) — g(z) quando h — 0, pois g é diferencidvel e portanto continua.)

Prova — Regra do Quociente.
[f]’ () = lim 1 [f(x th)_f@)] S+ h)g@) - f@)glath)
g >0 h | g(x+h) g(x) h—0 g(x+h)g(z) '

4.4.3 Exemplos

4.4.3.1 Produto: h(z) = x2%¢®
R (x) =2z -e* + 22 - e® = ze® (2 + T).

x2+1
r—1

4.4.3.2 Quociente: h(z) =

2e(x—1)—(x* +1)-1  a*—22—1
(z—1) CEE

b (z) =

4.4.4 Derivadas pela Definicao de Limite

Os exercicios a seguir illustram como calcular a derivada diretamente da defini¢do, sem usar as
regras algébricas — um treinamento fundamental para compreender o conceito.

4.4.4.1 f(z) =23

h 3_ .3 2h h2 h3
F(o) = tim EEDT T SR SR AR (502 4 3ah 1t h?) = 322
h—0 h h—0 h h—0
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4442 f(x)=Vxr—1

Racionalizamos multiplicando numerador e denominador por V& +h — 1+ vz — 1:

, . Vr+h—1—-Vz—-1 _  (z+h—1)—(x—1) 1
f'(x) = lim = lim = .
h—0 h h=0h(Vr+h—1+Ve—1) 2Voz—1
4.4.43 f(z)= —
4.4, T =7
S
f’($):lim—‘m+h ﬁ:lim—f_ $+h.
h—0 h h—=0 hy/z\/x + h
Racionalizando o numerador:
x—(x+h) -1 1

T VI RVEVa k) VE Ve a2

1

4.4.4.4 f(z)= NoTES:

V2 +3 -2z +2h+3
= 1m .
h—=0 hy/2x + 32z + 2h + 3

f'(x)

Racionalizando o numerador por 2z + 3 + 2z + 2h + 3:

—2h —2 1
h=0 h/2z + 3v2x + 2h + 3(vV22 + 3+ V22 +2h +3)  (22+43)-2V2zx +3 (22 4 3)3/2

4.4.4.5 f(z) = 2'3 e a Reta Tangente Vertical
Usamos a identidade a® — b = (a — b)(a? + ab + b?) com a = (z + h)'/3 e b = z/3:

h
(x4 )23 + (x4 h)1/32/3 4 22/3

(x+ h)1/3 — /3 =
Portanto:

(z + h)'/3 — g1/3 1 1
f'(z) = lim = lim = ,
h—0 h h=0 (x4 h)2/3 + (z + h)Y321/3 4+ 22/3  322/3

x # 0.

Reta tangente vertical em =z = 0. Quando x — 0, f'(x) = 39[:%/3 — 400. A reta tangente existe

no sentido geométrico (é a reta vertical x = 0), mas a derivada ndo é finita. Portanto, f(z) = z'/3
é continua em R, mas nao é diferenciavel em x = 0.
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1

3x2/3

f(x) = F(x) =—— (x/=0)

|
|
10 | f'(x) —> +. quando x —> C
4
|
0.5 1
3
E 00 §
2
-0.5 |
angi!nte vertical 1
-1.0 dnx=0
|
I 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 10: f(z) = 2'/3: continua em todo R, mas com reta tangente vertical em 2 = 0 — ndo
diferencidvel nesse ponto.

1
(z—1)?

Para uma soma, o limite distribui-se:

4.44.6 f(z)= + /r — Linearidade do Limite

F (@) = [(x_ll)g]+ val'.

Derivada de (w% Fatorando o numerador como diferenca de quadrados:

/

1 _ (r—1)2—(z+h—1)?
{@-1)2} o0 W+ h—12(z—1)2

(z—1)2—(@+h—1>2=[e—1)—(z+h—1D][x—1)+(@+h—1)] =(—h)2z+h—2).

o —h@r+h—2)  —(20-2) 2
TR0 h(th—12x—12  (@—1°%  (z—1)3

1
Derivada de /x: NG (calculada anteriormente). Logo:
x

2 1
Fe)=—G-mtasm

Dominio: /7 exige x > 0; (x — 1)72 exige z # 1:
Dom(f) =10, 1) U (1, +00).
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4.5 Regra da Cadeia
4.5.1 Definicdo

Se g ¢é diferencidvel em x e f é diferencidvel em g(x), entdo a composicao h(x) = f(g(x)) é diferen-
cidvel em z e:

W (2) = f'(g(x)) - ¢ (@).

Em notagao de Leibniz, com y = f(u) e u = g(z):

@_dy du

de  du dx’
A ideia é: derivar a funcao externa avaliada na interna, multiplicado pela derivada da
interna.

4.5.2 Prova

Como f é diferenciavel em u = g(x), podemos escrever, para qualquer Au:

flu+ Au) = f(u) = f'(u) Au+ e(Au) Au,

onde (Au) — 0 quando Au — 0. Isso é simplesmente a definigdo de derivada reescrita com um
erro residual €.

Agora, seja Au = g(x + Ax) — g(x). Dividindo por Az # 0:

h(z + Az) —h(z) _ flglz + Az)) — flg(x)) ., Au
Az N Az = [f'(u) +e(Au)] Az’
Tomando o limite quando Az — 0:
A
. AZ — ¢'(x), pois g é diferenciavel em z.
o Au — 0 (pois g é continua, consequéncia da diferenciabilidade).
» Portanto e(Au) — 0.
Concluimos:
/ T h($+A§U>—h($) - / / _pr /
()= lim A = [f(9(@)+0] - g'(z) = f'(g(x)) g'(x). W

Observagao. A “prova ingénua” multiplica e divide por Awu, mas isso falha se Au = 0 para algum
Ax #+ 0. A prova acima, via erro residual €, contorna esse problema.
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4.5.3 Intuicdo Geométrica

A regra da cadeia é uma consequéncia direta da linearidade local das funcoes diferencidveis.
Perto de qualquer ponto, uma funcao diferenciavel se comporta como uma reta — e inclinacoes se
multiplicam ao longo de uma cadeia.

Formalmente: se Ax é pequeno,

Substituindo:

Ay~ f/(w)- g/ (r) Ar = R~ (gle) o' (2).

T

x2

4 com h(x) =e*",

O gréfico abaixo ilustra essa amplificacdo em cadeia para g(z) = 22 e f(u) = e
avaliado em z; = 1.

flu)=e", f(1)=e

g0 =x*, g(1)=2

u=g(x)

f(u)

y=

y=h(x)

h(x)=e*, h(1)=2e

12

0.0 0.5 1.0 15 20 0 1 2 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 11: Intuigdo geométrica da regra da cadeia: h(xz) = e®’, avaliada em 2y = 1. Uma perturba-
¢ao Az é amplificada por ¢’(z,) = 2 e depois por f’'(u,) = e, dando h'(x,) = 2e.

4.5.4 Exemplos

4.5.4.1 h(z) = e
Identificamos f(u) = e* e g(x) = x*:

W(z)=e" 20 =2xe”.

40



4.5.4.2 h(z) =1In(1 + 2?)
Com f(u) =Inue g(z) =1+ 2%

4.5.4.3 h(x) = (322 +5)*
Com f(u) =u* e g(x) = 322 + 5:

B (z) = 4(32% +5)3 - 62 = 242(322 + 5)3.
4.5.4.4 h(z) = Va® 1
Reescrevendo h(z) = (22 4 1)/2:

X

1
h/(.’L‘) = 5(1'2 + 1)71/2 . 2.%' = 1'27—1_1

4.5.4.5 ¢g(z) = \/1 + V14 V1+ 22 — Cadeia Tripla

Decompoe-se em trés camadas, de dentro para fora:

up =1+a? Uy = 1+ \/uy, ug = 14 \/ty, 9= +/u3:

A regra da cadeia se aplica repetidamente, multiplicando as derivadas de cada camada:

1 1 1
= . : )
2/ug 2\/uy  2\/uy

—_— )

0g/0ug Ous/Ouy Ouy/Ou,

g'(z)

{8

-~
—

)

€T
4V1+ 22 V14 V1 + 22 \/1+ 14+ V1+ 22
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4.5.5 Aplicacao Econémica: Elasticidade

A elasticidade de y = f(x) é definida como:

_Wly _dy R
5_dx/z:_da: = /(@)

Usando a regra da cadeia, a elasticidade também pode ser escrita como:

_dlny
cT iz

Al f@)  f)
PO T ime f(x) -

4.6 Derivada Segunda e Concavidade
4.6.1 Definicao

A derivada segunda de f é a derivada da derivada primeira:

f@) = @) = T2

Enquanto f’(z) mede a taxa de variagao de f, f”(x) mede a taxa de variagdo de f’ — ou seja,
como a inclinacao da funcao estd mudando.

4.6.2 Concavidade

Condicao Interpretagao geométrica Econémica

[ (x) >0 f é convexa (coéncava para cima) Custo marginal
crescente

f7(z) <0 f é concava (céncava para baixo) Utilidade marginal
decrescente

f"(x)=0 possivel ponto de inflexao Mudanga na
curvatura
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4.6.3 Exemplo: f(x) = 23 — 322

f(z) = 322 — 62 = 3z(z — 2),
[ (x) =6x—6=06(zx—1).

o f”(x) > 0 para x > 1: convexa.
o f”(x) <0 para z < 1: concava.
f

e f”(1) =0: ponto de inflexdo em x = 1.

f(x) =x3-3x? f'(x) = 3x* - 6x f'(x) =6x-6

Figura 12: Funcdo, derivada primeira e derivada segunda de f(z) = 23 — 322

4.7 Graficos de Funcoes

A combinagdao de f’ e f” permite esbocar o grafico de qualquer funcdo diferenciavel de forma
sistematica.

4.7.1 Critérios de Analise

Informacao O que verificar

Dominio e zeros Onde f estd definida e onde f(z) =0
Crescimento f/(x) > 0: crescente; f'(x) < 0: decrescente
Pontos criticos f'(x) =0 ou f'(x) ndo existe

Concavidade f7(x) > 0: convexa; f”(x) < 0: concava
Pontos de inflexao f”(z) = 0 e mudanca de sinal
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4.7.2 Exemplo Completo: f(r) = 23 — 322

Zeros: f(z)=2%(z—3)=0=z=0o0uz=3.
Pontos criticos: f'(z) =3z(z —2)=0=z=0ouz =2.

x) >0 para z < 0 ou x > 2: crescente.
x) < 0 para 0 < x < 2: decrescente.
e f(0) =0 ¢é maximo local; f(2) = —4 é minimo local.

A
« S

Concavidade: f"(z) =6(z—1)=0=xz=1.

o Ponto de inflexdo em x = 1: f(1) = —2.

f(x) =x° - 3x°
2

1
8
—
é 4
Infl.
0 = = (t—=2) Min. Tocal
/ w
-4
-1 0 1 2 3 4
X
® Inflexdo Maximo @ Minimo
a a

Figura 13: Anélise completa de f(x) = 2® — 32?: méaximo local, minimo local e ponto de inflexdo

4.7.3 Condicées Necessarias vs. Suficientes
Um equivoco comum € interpretar as condigdes de primeira e segunda ordens como suficientes
quando sdo apenas necessarias.

Maéximos e minimos: f’(z*) = 0 é condigdo necessiria para um extremo interior, mas nao
suficiente. Pode haver pontos em que f’(z*) = 0 e z* nio seja nem maximo nem minimo (pontos
de inflexdo com tangente horizontal).

Pontos de inflexdo: f”(z*) = 0 é condicdo necessdria para um ponto de inflexdo, mas nao
suficiente. O sinal de f” deve efetivamente mudar em z*.
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4.7.3.1 Contraexemplo: f(x) =z e f(x) = —2*

Considere f(x) = z*:

f(z) =42 = f(0) =0.

f/(x) =122%2 = f7(0) =0.
O teste da segunda derivada é inconclusivo em x = 0. No entanto, como f(z) = 2* > 0 = f(0)
para todo z, o ponto £ = 0 é um minimo global — nao um ponto de inflexdo.
Para g(x) = —z*: ¢”(0) = 0 também, mas z = 0 é maximo global.

A conclusao é: quando f”(z*) = 0, é preciso analisar o sinal de f’ (ou usar derivadas de ordem
superior) para determinar a natureza do ponto critico.

f(x) =x* g(x) =-x*

minimo

Figura 14: Em ambas as funcdes, f”(0) = 0, mas x = 0 é minimo global de z* e maximo global de

—z* — ndo pontos de inflexdo.

4.7.4 Funcoes Definidas por Partes

A anélise de extremos e diferenciabilidade pode ser mais sutil quando a funcao é definida por partes,
pois o ponto de juncao pode ser um extremo sem que f’ =0 (ou mesmo sem que f’ exista).

4—$2, r<1

4.7.4.1 Exemplo: =
plo: J(z) {2+x2, x>1

Continuidade em x = 1:

lim f(zr)=4—1=3= f(1), lim f(z)=2+1=3.

z—1— z—1"
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A funcéo é continua em x = 1.

Diferenciabilidade em z = 1:

(1) = lim (=22)| _ =-2, fi(1) = lim (2z)] | =2

r—1~ z—1t

Como f’ (1) # fi(1), a funcao é nao diferenciavel em = =1 (canto no grafico).

Analise de extremos:

e Paraz <1: f/(z) = —2r <0sexz >0e>0sex < 0. Hi miximo local em z = 0 com
7(0) = 4.

o Para z > 1: f'(z) =2z > 0, funcao estritamente crescente.

o Em x = 1: f’ passa de —2 (negativo) para +2 (positivo) — mudanca de decrescente para

crescente. Portanto, z =1 é minimo local com f(1) = 3, sem que f'(1) = 0.

f(x): continua, ndo diferencidvel em x = 1 f(x): saltoemx =1
]
:
4 1
6 :
]
Max. local :
’\ in. local 2

- . < ]
E3 @ 3) s !
sem f'=0 :
0 :
]
0 1

,salto: f'(1.)=-2

1 fL)=+2
1
_2 :
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura 15: Fungao definida por partes: continua em x = 1, mas néo diferencidvel (canto). O minimo
local em x = 1 ocorre sem f’(1) = 0.

4.7.5 Exemplos Adicionais de Analise Completa

4.7.5.1 f(z) =23 -3z

Zeros: f(r) =x(z?—3)=0= =0, £3.

Pontos criticos: f/(z) =322 -3=3(22—-1)=0= 2 = +1.
o f’(z)=6x.
o f"(—1)=—-6<0: z=—1¢é maximo local, f(—1) =2.
e f7(1)=6>0: z=1¢é minimo local, f(1) = —2.

Concavidade: f”(z) =6z =0 =z = 0. Ponto de inflexao em (0, 0).
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f(x) =x° - 3x

5
Infl.
(0,0) Min. local
—
X 0 / (1=2)
-5
-2 -1 0 1 2
X
@® Inflexdo Maximo @ Minimo
a a
Figura 16: Anélise completa de f(z) = 2% — 3x: maximo local em z = —1, minimo local em x = 1,

ponto de inflexdo em =z = 0.

4.75.2 f(x) =2 —322 +3
Zeros: f(r) = x>—3x?+3 = 0. Nio h4 fatoracio elementar; o zero real aproximado é x ~ —0,879.
Pontos criticos: f/(z) =322 —6x=3z(z —2)=0=z=0o0uz = 2.

o f"(z) =6z —6.
o f7(0)=—6 <0: z =0 ¢ méximo local, f(0) = 3.
e f"(2)=6>0: z =2 é minimo local, f(2) = —1.

Ponto de inflexao: f"(z)=6(x—1)=0=z=1, f(1) =1.
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f(x) =x>-3x*+3

Infl.

/- .\(1‘1)\ Min. local
0 2, =1)

/ i

£(x)

® Inflexdo Maximo @ Minimo
a a

Figura 17: Anélise completa de f(x) = 23 — 32?2 + 3: méximo local em x = 0, minimo local em
x = 2, ponto de inflexdo em x = 1.

5 Monitoria 1

Nessa primeira monitoria, vamos revisar tudo o que vimos até aqui: os principais tipos de func¢oes
de uma varidvel real — suas propriedades, dominios, imagens e graficos — e as regras de derivagao,
com énfase nas aplicagbes econémicas. O objetivo é consolidar os conceitos antes de avangarmos
para o calculo integral e as funcoes de varias varidveis.

5.1 Revisao de Funcodes
5.1.1 Tipos de Funcodes

Apresentamos abaixo os principais tipos de fung¢des que aparecem ao longo do curso, com suas
caracteristicas essenciais.

Funcao Linear: f(z) =azx+b

e Gréfico: reta com inclinagao a e intercepto b.
e Dominio: R. Imagem: R (se a # 0) ou {b} (se a =0).
e Em Economia: fungdes de custo, demanda e oferta lineares.

Fungdo Quadratica: f(z) =az? +br+c,a#0

o Gréfico: pardbola concava para cima (a > 0) ou para baixo (a < 0).
o Vértice em x, = —b/(2a); raizes via férmula de Bhaskara.
e Em Economia: fungbes de lucro, receita total.

48



Funcgao Polinomial: f(x) =a,2" + -+ ayz + a,

o Generalizacdo das anteriores para grau n arbitrario.
e Dominio: R. O comportamento nos extremos depende do grau e do coeficiente lider a,,.
e« Em Economia: fungbes de custo total com multiplas inflexoes.

Func¢ao Exponencial: f(z) =a%,a>0,a# 1

o Dominio: R. Imagem: (0, +00).
e a > 1: crescente; 0 < a < 1: decrescente. Sempre positiva.
e Em Economia: crescimento composto, descontos, modelos de juros.

Funcao Logaritmica: f(z) =log, =, a >0, a # 1

e Dominio: (0,+00). Imagem: R.
« Inversa da exponencial: log, (a”) =z e a =z
o Em Economia: fungdes de utilidade (log-utilidade), elasticidades.

log,, =

Linear: f(x) = 2x+1 Quadratica: x? -2 Polinomial: x® - 2x Exponencial: e* Logaritmica: In(x)
5.0 6 4
1
6
25 4 2
0

0
-25 \/ -2 2 o
-2

Figura 18: Principais tipos de fun¢des de uma varidvel

5.2 Revisao de Derivadas
5.2.1 Conceito

A derivada de f em z é a taxa de variacao instantanea — a inclinagdo da reta tangente ao grafico
naquele ponto:
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5.2.2 Regras de Derivacao

d
Regra da Poténcia: d—x” =na" !
T

wn
:
o
o
o
o
oK
=
o
=
@
&
—
—
8
~—
H_
Q
—~
2
Il
=
—
8
H_
Q\
O

9(z)
Cadeia: [f(g(z))] = f'(g9(x)) - ¢'(x)

Quociente: [

f(x)} i

5.3 Exercicios Resolvidos
5.3.1 Derivadas de Funcdées Polinomiais
Exemplo 1. Calcule ¢/(z) para g(z) = 3z* — 223 + 522 — 7o + 1.
Aplicando a regra da poténcia e da soma termo a termo:
g (z) = 1223 — 62% + 10z — 7.

3
2
Exemplo 2. Seja g(z) = v

para z # 0. Simplifique e derive.
g(z) =22+ 2= g/ (z) = 22.

5.3.2 Regra do Produto

Exemplo 3. f(z) = (22 +1)(3z — 5).

F(z) =223z —5)+ (22 +1) -3 =622 — 10z + 322 + 3 = 922 — 10z + 3.

x

Exemplo 4. f(z) = z3¢®.

f/(x) = 3x2%e® + 23e® = 2%e*(3 + z).
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5.3.3 Regra do Quociente

% + 3z

Exemplo 5. f(z) = 5p 1
7 —

f'(x) =

(20 +3)(2z —1) — (z® +3x) -2 4a® + 40 —3—22> — 6z 22® — 2z —3

(22 — 1)2 (22 — 1)2

1
Exemplo 6. f(z) = —nm.
z

1

f(z) = = =

5.3.4 Regra da Cadeia
Exemplo 7. f(z) = (322 + 5)%.
Com u = 322 + 5:
I/ (x) = 4(32% + 5)3 - 62 = 242 (322 + 5)3.

Exemplo 8. f(z) = Va2 +1 = (2? +1)V/2,

1 x
()= (22 4+ 1)7V2 . 20 = ————.
@)= 1@ -
Exemplo 9. f(x) = 1n(32x—|—21).
x_

Usando propriedades do logaritmo:
f(z) =+In(2z + 1) — In(3z — 2).

2 3 1 3
2r+1 32—2 22+1 3x—2

fw=3

Exemplo 10. f(z) = eV**~5,
Com u = Va2 — 5z = (22 — 5x)Y/2:

20— 5
"(z) =eVe? b~
/(@) 2vVx? — bz

o1

(22 — 1)2



5.3.5 Aplicacdes: Estudo de Funcoes

A derivada permite analisar o comportamento de f de forma sisteméatica:

o Crescimento/Decrescimento: f'(x) > 0= f crescente; f'(x) < 0= f decrescente.
» Pontos criticos: f'(z) =0 ou f'(x) ndo existe — candidatos a maximos e minimos.
o Concavidade: f”(z)> 0= convexa; f”(z) < 0 = concava.

o Ponto de inflexdo: f”(xz) =0 com mudanga de sinal.

Exemplo 11. Analise f(r) = 23 — 622 + 92 + 1.
() =322 —122+ 9 =3(x — 1)(z — 3).

Pontos criticos: z = 1 (maximo local) e x = 3 (minimo local).

f(z) =6x—12= f"(1) = —6 < 0 (méximo), [”(3) =6 > 0 (minimo).

Ponto de inflexdo: f”(z) =0= 2 =2, com f(2) = 3.

f(x) =x*-6x* +9x +1 f(x) =3x*-12x+9

10 15

Infl.
(2,3)

Min. local
3,1)

f(x)

® Inflexdo Maximo @ Minimo
a a

Figura 19: Anélise completa de f(z) = 2% — 622 + 92 + 1

5.3.6 Aplicacdo Econémica: Otimizacdo de Lucro

Exemplo 12. Uma firma tem receita total R(q) = 50q — ¢* e custo total C(q) = ¢ + 10q + 5.
Encontre a quantidade que maximiza o lucro.

O lucro é:

m(q) = R(q) — C(q) = 50q — ¢*> — ¢* —10q — 5 = —2¢* + 40q — 5.

Condigao de primeira ordem:
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7' (q) = —4q+ 40 = 0 = ¢* = 10.

Condicao de segunda ordem: 7”7(q) = —4 < 0 — confirma méaximo.

200

100

m(q)

-100

Funcao Lucro

m(10) = —200 + 400 — 5 = 195.

5 10 15
g (quantidade)

Figura 20: Lucro maximo em ¢* = 10
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6 Monitoria 2

6.1 Exercicios Resolvidos

7

6.1.1 Exercicio 1 — Derivada pela Definicao: f(z) = =
:E —

Dominio. A funcgao exige x — 5 > 0, logo Dom(f) = (5, +00).
Calculo de f’(z) pela definicao.

fla+h) —flx) 1( 7 7 )

f'(w) = Jim h I oy e S e

Colocando em denominador comum:

oy [ YE—5—Vat+h—Fb
hs0h r+h—5Vr—5

Ve—5++vr+h—5
Ve —5+Vz+h—5
(x—5)—(z+h—5) —h

Vo —5—Vr+h—5= = _
Vr—5++vVr+h—5 Vr—5+Vr+h—5

Racionalizamos o numerador multiplicando por

Substituindo:

—h

fl(x):flg%ﬁ‘\/:E~I—h—5\/x—5(\/:z:—5+\/x—|—h—5)

—7
= lim .
h=0\/z +h—5vVe—5(Vr—5+Vx+h—5)

Tomando h — 0:

—7 7

J'a) = Vr—5-vVr—5-2z—5 :_2($—5)3/2'

Verificagdo pela regra da poténcia. Reescrevendo f(z) = 7(x — 5)~1/2

cadeia:

e aplicando a regra da

P =T (=
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6.1.2 Exercicio 2 — Analise Completa: f(z) = z(z —4)® (Teste 1 — 2022)

6.1.2.1 12) Sinal de f'(z)

Pela regra do produto:

ff@)=(x—4P3+z-3x—4)?%=(z—4)?[(x —4) + 3z] =4(z — 1)(z — 4)2.

Como (x — 4)? > 0 para todo = € R, o sinal de f’ depende apenas de (z — 1):

Intervalo (z—1) (z—4)> f/(z) Comportamento
r<l1 — + — Decrescente

r=1 0 + 0 Minimo local
l<z<4 + + + Crescente

r=41 + 0 0 Tangente horizontal
>4 + + + Crescente

f/(x) <0 para x < 1: f é decrescente em (—oo, 1).
f'(x) >0 parax > 1, x #4: fé crescente em (1,400).
x

x

=1 é minimo local: f(1) =1-(-3)% = —27.
= 4 é ponto de tangente horizontal (mas ndo é extremo, pois f’ nio troca de sinal).

6.1.2.2 22) Sinal de f”(z)

() = %[4@ (e —4)2] = 4 — 4 + (2 — 1) - 2 — 4)]

=4z —4)[(x—4)+2(x—1)] =4(z — Bz — 6) = 12(z — 4)(z — 2).

Intervalo (z—2) (x—4) f"(z) Concavidade

T <2 — — + Convexa
=2 0 — 0 Inflexao
2<x<4d + — — Concava
r=4 + 0 0 Inflexao
r >4 + + + Convexa,

o Pontos de inflexdo: z =2 com f(2) = 2(—2)%> = —16, e x = 4 com f(4) = 0.

6.1.2.3 32) Esboco do grafico

95



f(x) =x(x - 4)° f(x) = 4(x-1)(x-4)? f'(x) = 12(x-4)(x-2)

100
60

50

f(x)

30

f(x)
£(x)

/

0 \ st
-20
Infl. 50

-30 M _1a
0 2 4 0 2 4 0 2 4
X X X

Figura 21: Analise completa de f(z) = z(z — 4)%: minimo local em x = 1, pontos de inflexdo em
r=2ecx =4

7 Monitoria 3

7.1 Exercicios Resolvidos

7.1.1 Exercicio 1 — Dominio e Derivada pela Definicdo: f(z) =

5
3 —V2x—3

(2x — 3)
Dominio. A func¢édo possui dois componentes:

3
e — 2 exige (22 —3)2 ‘ =
5 3 exige (2x — 3)* # 0, ou seja, x # 5

e 2xr — 3 exige 2x — 3 > 0, ou seja, x >

N W

3
A intersecdo dessas condigoes da x > 3"

Dom(f) = (%, —i—oo).

Calculo de f’(x) pela defini¢do. Separamos o quociente de diferenca em duas partes:

fla+h)—flx) 5 1 B 1 +\/2x—3—\/21:+2h—3
h  h|(2z+2h—3)2 (22 —3)2 h '
Parte 1 Parte 2

Parte 1. Colocando em denominador comum:

5 (22 —3)%— (22 +2h —3)?
h (2z + 2h — 3)2(2x — 3)2

Aplicando a diferenga de quadrados a? — b* = (a — b)(a + b) com a = 2z — 3 e b = 2z + 2h — 3:
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a—0b=—2h, a+b=4x+2h—6=2(2x+h—3).
Logo o numerador é (—2h) - 2(2z + h — 3), e:

Parte 1 = 2 (—2h)-2(22+h—3) ns0 —202z—3) 20
~ h(2z + 2h — 3)2(2z — 3)2 2z —3)4  (2z—3)3

\/2x—3+\/2m+2h—3.

Parte 2. Racionalizamos multiplicando por :
P P o —3+ vz +2h—3

V2 —3—+V20+2h—3  (22—3)— (2z+2h—3) —2h h—0 -2 ]
h h(V2z —3+ 2z +2h—3)  h(V2x—3+ 2z +2h—3) 22z —3 V2
Resultado:
Lo 20 1

Verificacdo pela regra da cadeia. Reescrevendo f(x) = 5(2z — 3)~2 — (22 — 3)'/2:

Lo _ ) e o 20 1
fx)=5-(-2)2z—-3)"%-2 — (22 —3) /-2_7%_3)3*\/@. v

7.1.2 Exercicio 2 — Produto com Cadeia Dupla: g(z) = 3zV 2?2 — Va2 +

Identificamos g = f; - fy com

fi(z) = 3z, L) =\22—Va2+z = (2% — (22 + 33)1/2)1/2.

Claramente fi(z) = 3.
Derivada de f, — cadeia dupla. Seja u = 22 — /22 + z. Entdo f, = u!/2, logo:

1 /
() 5u71/2 W (z) = u'(z) '
222 — Vi +x
Para u/(z), note que u = 2 — (22 4 )2
1 2z +1
wWi(x)=22— (22 +2) V2. 22 +1)=20 — ——— .
(0) =20 - J(a? 4 a) V2 ok 1) 20— 2LEL

Portanto:
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f() 1 (2 2z +1 )
x) = rT——.
’ 2vVa2 — V2 +x 2V t o

Aplicando a regra do produto:

3 2z + 1
") =3\ 22 —z2+2 + <2x—).
g'(z) =3\ Wi+

PRV 2

7.1.3 Exercicio 3 — Analise Completa: f(z) = (v —1)(z —4)(z —5) (Teste 1 — 2022)

7.1.3.1 1’) Sinal de f'(x)

Agrupamos os dois primeiros fatores e aplicamos a regra do produto em [(z — 1)(z —4)] - (x — 5):

f@)=[z—1)(z—-4]) (-5 +@—1)(z—4) = (22 —5)(z —5) + (2% — 5z + 4).

Expandindo:

(2x —5)(x — 5) = 222 — 15z + 25, r? —bx + 4.

f/(z) = 32% — 20z + 29.

Zeros de f': A =400—4-3-29 =400 —348 =52 =4-13.

2052 20+£2v13 104+ V13
xTr = f— = .

6 6 3
Portanto:
10 — V13 10 4+ /13
Tp=——p—~213 e @ = % ~ 4,54.

Como f'(x) = 3(x — xy)(xr — z,) com coeficiente positivo:

Intervalo Sinal de f* Comportamento
T < @ + Crescente

T = 0 Maximo local
To<rxr<m — Decrescente

T =1x 0 Minimo local

T > T + Crescente
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7.1.3.2 2’) Sinal de f"(z)

f"(z) = 6z — 20.

10 10
f () >0 <= x> 3 (convexa); ffx) <0 <= z< 3 (concava).

10 10 70
P inflexdo: r = — ~ — | = — ~2,59.
onto de inflexdo: x 3 3,33, com f( 3 ) o7 ,59

Confirmagao com o teste da segunda derivada:

10 —v1
o f"(zy) =6- % —20 =—2v13 < 0 = z, ¢ maximo local.

1 1
o f(zq)=6" O+3\/>3 —20 =+2v13 > 0 = z; é minimo local.

7.1.3.3 3’) Esboco do grafico

f(x) = (x-1)(x-4)(x-5) f(x) = 3x% - 20x + 29 f(x) = 6x-20

10
10

09

-10

-20

Figura 22: Analise completa de f(z) = (z — 1)(z — 4)(x — 5): maximo local em x, = (10 —/13)/3,
minimo local em z; = (10 4 v/13)/3, inflexdo em z = 10/3.
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8 Testes Anteriores - Teste 1

8.1 Teste 1 — 16 de marco de 2024
8.1.1 Questado 1 (3 pontos)
Considere a fungao:

1
f(ﬁf)zm-ir\/%-

1. (2 pontos) Utilizando a defini¢ao formal, encontre a derivada de f(x).
2. (1 ponto) Obtenha o dominio de f(x).

8.1.1.1 Gabarito

8.1.1.1.1 Parte 1 — Derivada pela Definicao Formal

Pela linearidade do limite, a derivada de uma soma é a soma das derivadas:

Derivada de @—#1)2 .

[ 1 ]’_1. (z+h—12 (z—12 . (z—1)2—(z+h—1)>
( = l1im

=1 .
z— 12| ~ n5o h hoo h(z+h—1)2(z — 1)2

Fatoramos o numerador como diferenca de quadrados:

(z—12—(z+h—12=[z—1)—(+h—-1][(z—1)+(@+h—1)] =(—h)(2z+h—2).
Substituindo e cancelando h:

—h(2x + h —2) ) —(2x+h—2) —(22—2) 2

T h(zth—12@—12 hs0(z+h—12@x—12 (z—17F  (z2—1)3

Derivada de /z.

1 Nr+h—yx (x+h)—= 1
im —————~— = lim = )
h—0 h h=0 h(vVz +h++/z) 2%

Resultado:
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.2 1

8.1.1.1.2 Parte 2 — Dominio

Analisamos as restri¢oes de cada parcela:

o J/u: exige x > 0.
1

(x — 1)2: exige (z — 1)? # 0, ou seja, © # 1.

Combinando:

[ Dom(f) = [0, 1) U (1, +00). |

8.1.2 Questao 2 (3 pontos)

Utilizando os teoremas de derivacao, calcule a derivada das fungoes:

4 2 /T
f(w)Zxx%l7 g(£)=\/1+\/1+\/1+$2.

8.1.2.1 Gabarito

8.1.2.1.1 Derivada de f(x)
Identificamos numerador e denominador:

N(z) = 2* + 22%(x — 1)V/2, D(zx) = z (3z* — 522)1/3.
Derivada do numerador (regra da soma + regra do produto na segunda parcela):

72

1
N'(z) = 423 + [41:(:0— Y2 4222 5(3:— 1)7Y2| =42® + dave — 1+ ]
J:‘_

Derivada do denominador (regra do produto):

1
D' (z) = (3z* — 52%)1/3 + - g(3954 — 522)72/3(122°% — 10x)

22%(62% — 5)
_ a4 _r,2
= V3 S5x +3(3x4—5z2)2/3‘
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Aplicando a regra do quociente:

8.1.2.1.2 Derivada de g(z)

Decompde-se em trés camadas:
uy =1+ 22, Uy = 1+ /uq, ug =1+ /usq, g = \/Us.
Aplicando a regra da cadeia de fora para dentro:

1 1 1
= . : .2
2/us 2\/ug 2,/uy .

g (z)

T

4vV1I+ 22 V1+ V1 + 22 \/1+ 14++vV1+ 22

g (z)

8.1.3 Quest&o 3 (4 pontos)

Dada a funcao f(z) = (x —1)(z —2)(z — 3):

1. (3,5 pontos) Encontre os intervalos onde a funcao é crescente, decrescente, concava e convexa,
e os eventuais pontos de maximo, minimo e inflexéo.
2. (0,5 pontos) Faga um esbogo do gréfico.

8.1.3.1 Gabarito

8.1.3.1.1 Expansdo e derivadas
Expandindo f(z) = (x — 1)(z — 2)(z — 3):

(x—1)(z—2)=22-32+2 = f(x)=23—62%+ 11z —6.

f/(z) = 32% — 122 + 11, f'(z) =6z —12=6(x —2).
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8.1.3.1.2 Pontos criticos

Resolvemos f'(z) = 0:

1247144132 1242V3
= . = . =
V3 V3

Sejaxl:2—?%1,4263:132:2—1—?%2,58.

2

T

3
)
3

Classificagao pela derivada segunda:

o f(zy)=6(2— %) —12=-2V/3<0 = 2, é maximo local.
o f(xy) = 6(2 + ?) —12=+2V3>0 = 1z, é minimo local.

Valores: com a = @, temos a? =

2 el—a® =

1
3

3 2 2V3
flzy) = a(l—a?) = ‘g 3= 9[ ~ 0,385.
f(xy) = —a(l —a?) = 2\9/3 ~ —0,385.

8.1.3.1.3 Ponto de inflexdo
@) =0 = z=2 f(2) = (1)(0)(~1) = 0.

Mudanca de sinal de f”: negativo para positivo em x = 2 confirma inflexdo.

8.1.3.1.4 Tabela de analise

Intervalo  f'(z) f”(x) Comportamento

(—o0, &) + — Crescente, concava
(1, 2) — — Decrescente, concava
(2, z5) — + Decrescente, convexa
(9, +00) + + Crescente, convexa

8.1.3.1.5 Zeros
flz)=0 = =1, 2, 3.

8.1.3.1.6 Esboco do grafico

63



f(x) = (x-1)(x-2)(x-3) F(x) =3x2 - 12x+11 #(x) = 6x - 12

f(x)
f(x)

@ Inflexdo Méaximo @ Minimo
a a

Figura 23: Andlise completa de f(z) = (z—1)(z —2)(x — 3): méximo local, minimo local, ponto de
inflexdo e zeros.

8.2 Teste 1 — 29 de marco de 2025
8.2.1 Questao 1 (3 pontos)
Considere a fungao:

1
NIy

1. (2 pontos) Utilizando a defini¢io formal, encontre a derivada de f(x).
2. (1 ponto) Obtenha o dominio de f(x).

fx) =

8.2.1.1 Gabarito

8.2.1.1.1 Parte 1 — Derivada pela Definicao Formal

1 1 1
= lim — —
h—0 h \/4—<.’E—|—h)2 VA — 22

f'(x)

Reduzimos as fracoes ao mesmo denominador:

~ lim Vi —22 —\/4— (z+ h)?
o0 h/A— (z+ h)2VA— a2

Racionalizagdo pelo conjugado v4 — 22 + /4 — (z + h)%:

. (4—a?) — (4= (@ +hP) |
h=0 h /4 — (z+ h)2V4— 22 [V4d— 22+ \/4— (z + h)?]
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O numerador simplifica para (z + h)? — 22 = h(2x + h). Cancelando h:

() = lim 2c+h _ 2z
=0 /4 —(z+h)2Va—22[Vad—a22+\/4—(z+h)?] (4—22)-2V4— a2
P ——
Verificagéo pela regra da cadeia em f(z) = (4 —22)" /2
flx)=—5(4—2%)7%? (-20) = m v

8.2.1.1.2 Parte 2 — Dominio

Como V4 — x2? aparece no denominador, exige-se 4 — 22 > 0 (estritamente, para nao dividir por
zero), ou seja, x2 < 4:

‘Dom(f) = (-2, 2)‘

8.2.2 Questao 2 (3 pontos)

Utilizando os teoremas de derivagdo, calcule a derivada das fungoes:

rt + 222 /1 B x—1
22 V328 — 2t

(a) f(z)=
8.2.2.1 Gabarito

8.2.2.1.1 (a) Derivada de f(z)

Identificamos:

N(z) = z* + 22%(2)"/? = 2* + 225/ D(z) = 22 (328 — 2)1/4,

Derivada do numerador (regra da soma + regra da poténcia):

N'(z) =423 +2- 3 232 = 42° 4+ 52/7.

Derivada do denominador (regra do produto, depois cadeia):
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D'(z) =2z (32® — 2"V 4+ 22 - 1(32% — 2*)73/* . (2427 — 427)

5(p
—1
= 22 V328 — 24 + v (62 )

(328 — 24)3/4

Regra do quociente:

8.2.2.1.2 (b) Derivada de g(z)

Simplificagao prévia. Reduzindo a expressao sob a raiz ao mesmo denominador:

r—1 (z+1)+(x—1) 2z

1+

r+1 r+1 r+1
2z -

Logo g(z) = 7> com dominio (—oo, —1) U [0, 4+00).

Regra da cadeia. Seja u(z) — ——

egra da cadeia. Seja u(z) = ——, com

& ) r+1’
2 1)—2 2
u'(x) = (z+1) =22 :
CESVCR S

()

- 2\/u(w):

Entdo g = u'/? e ¢/(z)

RO 71 U ) S S £ o 1
g<x)_2,/2x/(x+1)_(a:+1)2 20 (x41)32V2z

8.2.3 Questdo 3 (4 pontos)

Considere a fun¢io f(x) = (z — 1)%(z — 3).

1. (3,5 pontos) Encontre os intervalos onde a fungao é crescente, decrescente, concava e convexa,
e os eventuais pontos de maximo, minimo e inflexdo.
2. (0,5 pontos) Faga um esbogo do gréfico.
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8.2.3.1 Gabarito
8.2.3.1.1 Expansao e derivadas

fl@)y=(x—1)2*(xz—-3)= (22 —2x+1)(x —3) = 23 — 5z + Tz — 3.

f/(z) =32% — 10z + 7, f’(z) = 6x—10 = 2(3z — 5).

8.2.3.1.2 Pontos criticos

f/(z) = 0: pela férmula de Bhaskara,

_ 10+V100—84 10+4
N 6 6

SIEN]

T r=1 ou z =

(Alternativamente: f’(z) =322 —10x + 7= (x —1)(3z —7).)
Classificagao pela derivada segunda:

e f/(1)=—-4<0 = z =1 ¢ maximo local, f(1) =0.
« f7(7/3)=6-%2—10=4>0 = z =7/3 ¢ minimo local.

Valor no minimo: f(7/3) = (%)2(—%) =32 ~ —1,185.

8.2.3.1.3 Ponto de inflexao

f(2)=0 = x=23; f(5/3) = (%)%—%) = —1%. Mudanca de sinal de f” confirma a inflexdo.

8.2.3.1.4 Zeros

f(x)=(z—1)%(x —3) =0 = x =1 (raiz dupla, tangencia o eixo) e x = 3.

8.2.3.1.5 Tabela de analise

Intervalo f'(x) f"(z) Comportamento
(—o0, 1) + — Crescente, concava
(1, 5/3) — — Decrescente, concava
(5/3, 7/3) — + Decrescente, convexa
(7/3, 400) + + Crescente, convexa

8.2.3.1.6 Esboco do grafico
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f(x) = (x-1)*(x-3) f(x) = 3x2 - 10x+7 (x) = 6x - 10

10

convexa

concava

® Inflexdo Méaximo @ Minimo
a a

Figura 24: Anéalise completa de f(z) = (z — 1)*(z — 3): maximo local em x = 1 (raiz dupla — a
curva tangencia o eixo), minimo local em = = 7/3 e ponto de inflexdo em = = 5/3.

8.3 Teste 1 — 28 de marco de 2026
8.3.1 Questao 1 (3 pontos)

Considere a fungao:

1. (2 pontos) Utilizando a defini¢ao formal, encontre a derivada de f(x).
2. (1 ponto) Obtenha o dominio de f(x).

8.3.1.1 Gabarito

8.3.1.1.1 Parte 1 — Derivada pela Definicao Formal

\/($+h)2—9—\/x2—9.

h—0 h

Racionalizamos multiplicando por

Vi FR)Z=9+Vz2 -9

— lim (x+h)?2—9—(22—-9)
=0 h(\/(x +h)2 =9+ V22 —9)

O numerador simplifica para 2zh + h?:

~ lim h(2x + h) B 2x
0 h(\/(x+h)2 =9+ Va2 —9) 2Va2 -9
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8.3.1.1.2 Parte 2 — Dominio
Va2 — 9 exige 22 — 9 > 0, ou seja, |x| > 3:

| Dom(f) = (00, 3] U[3, +00). |

8.3.2 Questao 2 (3 pontos)

Utilizando os teoremas de derivacao, calcule a derivada das fungoes:

_z—4z*Vz +5 B z?—4
(a) f(w)—m, (b) g(z)==x T

8.3.2.1 Gabarito

8.3.2.1.1 (a) Derivada de f(x)

Identificamos:

N(z) = z — 4a*(x + 5)1/2, D(x) =z (x? + 9z)'/3.

Derivada do numerador (regra da soma + produto na segunda parcela):

274
N'(z) =1— [162%(x + 5)Y2 + 42t - L(z +5)7Y/2] =1 - 1623z + 5 — :
(z) [162° (2 +5) 3(w+5)717] NeE
Derivada do denominador (regra do produto):
z(2z +9)

PN (02 1/3 10,2 —2/3 _ 3/
D'(z)= (2> +92)'3 + 2z - 2(2® + 92) 232z + 9) = x2+9x+m.

Regra do quociente:

69



8.3.2.1.2 (b) Derivada de g(x)

Simplificacao prévia. Para x > 2:

24 —2
T :(ﬂc )(m+2):m72‘
T+ 2 T+ 2

Logo g(z) = xv/x — 2, com dominio [2, +00).

Aplicando a regra do produto:

, B — . 1 2 —2)+x
gl)=Ve 2t = = s

(z) = 3z —4
g o0r —2

8.3.3 Questao 3 (4 pontos)

Considere a fungdo f(z) = 23 — 322 + 2.

1. (3,5 pontos) Encontre os intervalos onde a funcao é crescente, decrescente, concava e convexa,
e os eventuais pontos de maximo, minimo e inflexao.
2. (0,5 pontos) Faga um esbogo do grafico.

8.3.3.1 Gabarito
8.3.3.1.1 Derivadas
f/(x) = 32% — 62 = 3z(z — 2), f’(x) =6x—6=6(x—1).

8.3.3.1.2 Pontos criticos
f'(z)=0 = z=0o0uz=2.

"(0) =—6 <0 = z =0 ¢ maximo local, f(0) = 2.

f
f7(2) =46 >0 = z =2 é minimo local, f(2) =8—-12+2=—2.

8.3.3.1.3 Ponto de inflexao
f"(x)=0 = x=1; f(1) =1—3+2=0. Mudanga de sinal de f” confirma inflexdo.
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8.3.3.1.4 Zeros

f(z) = 0: nota-se que = = 1 é raiz. Fatorando:

23 =32 +2=(z—1)(2>—22—-2)=0 = z=1 ou z=1+3.

Zerosemz=1—3~—073, z=1ex=1++3~273.

8.3.3.1.5 Tabela de anilise

Intervalo f’(x) f”(x) Comportamento

(—o0, 0) + — Crescente, concava
(0, 1) — — Decrescente, concava
(1, 2) — + Decrescente, convexa
(2, +00) + + Crescente, convexa

8.3.3.1.6 Esboco do grafico

f(x) =x°-3x*+2 f'(x) = 3x? - 6x f'(x) =6x -6

15

5
10 5
z E =
-~ “ 5 3_ 0
0 IR, 0)
-5
Q. 2 o
-10
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
X X X
® Inflexdo Méaximo @ Minimo
a a

Figura 25: Analise completa de f(z) = 23 — 322 + 2: méximo local, minimo local, ponto de inflexao
€ Zeros.
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9 Antiderivadas (Integral Indefinida)

9.1 Motivacao Econdmica

A derivada resolve o problema “dado o total, encontre o marginal”. A antiderivada resolve o pro-
blema inverso: dado o marginal, encontre o total.

« Custo total a partir do custo marginal. Se CMg(q) = 3¢®> — 12¢ + 15, qual é o custo
total C(q)? Integrando: C(q) = [ CMg(q)dq = ¢* — 6¢* + 15q¢ + C, onde C, é o custo fixo
(constante de integracao determinada pela condigdo C'(0) = Cy).

« Produto total a partir do produto marginal. Se PMgL = a AL“"! é o produto marginal
do trabalho, entdao Q(L) = AL* + C' é a funcao de produgdo — recuperada por antiderivagao.

o Poupanga e acumulagio de capital. Se a taxa de poupanga (fluxo) é s(t), o estoque de

T
capital acumulado até o tempo T é K(T') = K(0) + jg] s(t)dt. A antiderivada conecta fluxos
a estoques — uma das relagbes mais fundamentais em macroeconomia.

o« Constante de integragcao como dado inicial. Em problemas econoémicos, a constante
C' é determinada por uma condigao inicial ou de contorno (custo fixo, capital inicial, divida
inicial), tornando a soluc¢ao unica.

9.2 Definicao

Defini¢do. Uma funcao F' é chamada de antiderivada (ou primitiva) de f em um intervalo I se

F'(z) = f(x) paratodo z € I.

Se F' é uma antiderivada de f, entdo F(z) + C, para qualquer constante C' € R, também é antide-
rivada de f. Além disso, toda antiderivada de f tem essa forma.

Notacgao. A integral indefinida de f é o conjunto de todas as antiderivadas de f:

/f(:n)d:n:F(x)—i-C,

onde C' é a constante de integracao.

A notagdo [ - dx deve ser lida como “a antiderivada em relagdo a x de..”. O simbolo dz indica a
variavel de integracao.

Observagao. Derivacao e antiderivagdo sao operagoes inversas:

% [/ (@) dg;] — () e /F/(x) dz = F(z) + C.
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9.3 Regras de Antiderivacao

9.3.1 Poténcias

mn+1
"dx = C —1.
/x x n+1+ , n =+

Casos especiais:

/ad:z: =ar+C (constante)

/\/Ed:c:/xl/zdx: §x3/2+C'

1 x7n+1
—dxr = Ndr = C’ 1.
el /1: T —n+1+ n #

Nota: O caso n = —1, isto é, / 1 dx, requer o logaritmo natural e serd tratado oportunamente.
x
9.3.2 Linearidade
/af(x)dx:a/f(a:)dac (a € R)
Jlr@) s 9@l = [ f@)do s [ g(a)da,

9.3.3 Tabela Resumo

f(x) [ f(x)da

a ax + C
$n+1

z" (n# —1) n+1+C’

e e +C

Ccos T sinz +C

sinx —cosx +C
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9.4 Exercicios Resolvidos

9.4.1 Exercicio 4: /?;dx
a

-5

3 . .
Reescrevemos — = 3z7° e aplicamos a regra da poténcia:

x5

4
5 r - __i
/3:6 der =3- _4—1-0 44+C

9.4.2 Exercicio 6: /10\/3 2 dzx

Reescrevemos 10v/z2 = 1022/3:

25/3
/10x2/3da;—10 %—Fc—lo 3 253 4+ C =653+ C.

9.4.3 Exercicio 28: / 272 — 1 dx

Dividimos o integrando termo a termo, usando ¥z = 2/3:

3
e —1 = 27373 — /3 = 278/3 — g7 1/3,
2173
Integrando:
11/3 1:2/3 81
978/3 _ p=1/3) dp — 97 . & _ L3 2,23 '
/(7:c 2713 dax = 27 3 23 +C = a7 2:75 +C

1
9.4.4 Exercicio 27-extra: /\/5 (l’ + ;) dx

Distribuimos /z = x'/2

1
NG (:1: + —) =232 4 2712,
x
Integrando:

512 ,1/2

3/2 1/2 _r _75/2 9
/( +a271?)dx 5/2+1/2+C st 42V 4+ O
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9.5 Método de Substituicao

9.5.1 Motivacdo

/

A regra da cadeia afirma que [F(g(z))]" = F'(g(x)) - ¢'(x). Logo, “desfazendo” a cadeia:

/ Flg(@)) ¢/ (x) dz = F(g()) + C,

onde F’ = f. Na pratica, fazemos a substitui¢ao u = g(x), du = ¢’'(x) dz:

/ Fg()) o' (x) da = / f(u) du = F(u) + C = F(g(x)) + C.

O método funciona quando o integrando contém uma fungdo composta g(z) e sua derivada ¢’ (z)
(ou multiplo dela).

9.5.2 Exemplo 1: /\/ﬁd:c

Fazemos v = 3z + 9, de modo que du = 3dx, ou seja, der = ?u:
— du 1 1 ud/? 2
/ 3$+9dx:/\/a3:3/u1/2du:3-3/24-029(31-4,_9)3/24_0.
9.5.3 Exemplo 2: /\/19:pdw
d
Fazemos v =1— 9z, du = —9dz, dx = —?u:
1 1 u?? 2
/Vl—gibdl‘:/ul/Z' <—§> du:—g-%ﬂL 2—2*7(1—91:)3/24-0.

9.5.4 Exemplo 3: /:cx/:c +2dx

Fazemos v = x + 2, portanto x = u — 2 e du = dx:

/x\/x—l—2dx:/(u—?)ul/Qdu:/(u3/2_2u1/2)du

u5/2 U3/2 2 4
= —92.— 4+ (C == 25/2_7 23/2 C.
5/2 3/2-1- 5(3:+ ) 3(x+ )+
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f(x) =XVX+2 F(x) :g(x+2)5/2_g(x+2)3/2

7.5
5.0
5.0
g <
=25 L og
v u " \/
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Figura 26: Integrando f(z) = zv/z + 2 (roxo) e sua antiderivada F(z) = 2(z + 2)%/2 — 4(z + 2)3/2
(azul). Note que F’(z) = f(z) para todo x > —2.

10 Integral Definida

10.1 Motivacdao Econdmica

A integral definida mede acumulagao: area sob uma curva, fluxo acumulado ao longo do tempo,
ou agregacao de variacdbes marginais sobre um intervalo. Em Economia, ela aparece em pelo menos
quatro contextos essenciais.

Excedente do consumidor e do produtor. Dado um mercado em equilibrio com preco p* e
quantidade ¢*, o excedente do consumidor é a 4rea entre a curva de demanda inversa PP(q) e o
preco de mercado:

*

q
EC:/ PP(q)dg —p*q".
0

O excedente do produtor é a &rea entre o preco e a curva de oferta inversa P*(q):

*

q
EP =p*q" — / P%(q)dq.
0

Valor presente de fluxos continuos. Se uma firma recebe um fluxo de lucros 7 (¢) ao longo do
tempo, descontado & taxa r, o valor presente é:

T
VP:/ w(t) e "t dt.
0
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A integral soma infinitos fluxos instantaneos ponderados pelo fator de desconto — generalizagao
continua da férmula de valor presente discreta.

Acumulagao de capital no modelo de Solow. O investimento bruto I(¢) ao longo do tempo
determina o estoque de capital:

T
K(T) = K(0) + /0 [1(t) — 6K (1)) dt,

onde ¢ é a taxa de depreciacdo. A integral acumula os fluxos liquidos de investimento.

PIB como soma de valor adicionado. Conceitualmente, o PIB de um periodo pode ser visto
como a integral (soma continua) do valor adicionado em cada instante, conectando a medida de
fluxo do produto nacional a nogdo de acumulagao.

10.2 Operador Somatario

O operador somatério (ou sigma) é a notacdo compacta para somas finitas. Para uma sequéncia
Ay 0oy ...y

n*

n
Zai =ay+ayg+--+a,.
i=1

10.2.1 Propriedades

Propriedade Férmula
Soma de constante Z c=nc
i—1
Multiplicagdo por escalar Z ca; =c Z a;
i=1 i=1
Linearidade Z[ai +0b,] = Z a; + Z b,
i—1 i—1 i—1
. "N n(n+1)
S T
oma dos naturais Z i 5
=1
- 1)(2 1
Soma dos quadrados Zz’Q = nint+1)@n+ 1)
=1 6 9
-~ n(n + 1)]
Soma dos cubos i3 = | ——
-

7



10.3 Calculo de Area: Motivacio

Seja f : [a,b] — R uma func¢do continua com f(x) > 0. Queremos calcular a drea da regido
compreendida entre o gréafico de f e o eixo x no intervalo [a, b].

b—a
A ideia é aproximar essa area por retangulos de largura uniforme Az =
n
10.3.1 Somas de Riemann
Dividimos [a, b] em n subintervalos de tamanho igual:
rg=a, w;=a+ilAzr (1=0,1,...,n), z,=>h

Soma dos retangulos inscritos (usando o extremo esquerdo de cada subintervalo):

Sesq = Z f(xi—1> Az.
i=1

Soma dos retdngulos circunscritos (usando o extremo direito):

n
Sair = E flz;) Az.
i=1
Para f continua em [a, b], ambas as somas convergem para o mesmo limite quando n — oo.

10.3.2 Exemplo: f(z) = 2% em [0, 3]

3 31
-, x; = —.
n

Calculamos Sg;, com n retangulos: Az = :

L3Nt 3 2T~ ., 27 n(n+1)2n+1) 27(n+1)(2n+1)
S L= —_ - —_ = — 2 = — - = .
dir ; ( n ) n n3 z_; ‘ n3 6 6n2

Tomando o limite:

o 2T+ 1)(2n+1)  27-2
A= lim S = lim 612 =5 7

Sesq = 9-

Analogamente, lim,,_, ., Seqq
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Inscritos: S = 7.383 Circunscritos: S = 10.758

75 75 '
% 5.0 * 5.0
I 1
= = '

25 I 25 '

.. _ e “
0.0 —- 0.0 4‘
0 1 2 3 0 1 2 3
X X

Figura 27: Somas de Riemann para f(z) = 22 em [0,3] com n = 8 retangulos. A esquerda: retan-

gulos inscritos (Sg,)- A direita: retangulos circunscritos (Sy;,). A drea exata é 9.

10.4 Definicao Formal da Integral Definida

Definicdo (Integral de Riemann). Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Para cada particao
a=u1zy<mz <--<zx,=>bcom Az, =z, —x, ; e qualquer ponto z} € [z, ,z;], defina a soma
de Riemann:
n
R, =Y f(z) Ax,

n
i=1

Se o limite limp_, R,, existe e ¢ o mesmo independentemente da escolha da particao e dos pontos
xf, entdo f é integravel em [a, b] e escrevemos:

b n
/a fle)de = Jim > 1(25) A
Interpretacido geométrica. Quando f(z) > 0, fa ’ f(z)dx é a drea sob o gréfico de f entre a e

b. Quando f troca de sinal, a integral computa a area com sinal (positiva onde f > 0, negativa
onde f < 0).

10.4.1 Propriedades da Integral Definida

a b a
/a (o) dz =0, / (@) dmz—/b () da.

/abcf(a?)da::c/abf(x)da:, /ab[fig]d:c:/abfdxi/abgdx_
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/abf(x)dx:/acf(a:)da:Jr/cbf(x)dx (a<c<b).

Propriedade de comparagao. Se f(z) > g(z) para todo x € [a, b], entdo:

/a  f@)da > / ' gla)d.

Em particular, se f(z) > 0, entao fab f(z)dx > 0.

10.5 Teorema do Valor Médio para Integrais

Teorema. Seja f : [a,b] — R continua. Entao existe X € [a, b] tal que:

b
[ fa@yds= 1) 0.

O valor f(X) é chamado de valor médio de f no intervalo [a, b].

Interpretagdo geométrica. Existe um ponto X onde o retdngulo de base (b — a) e altura f(X)
tem exatamente a mesma area que a regiao sob o grafico de f.

Prova. Como f é continua em |[a, b], pelo Teorema de Weierstrass existem m = min f e M = max f.
Entao m < f(x) < M para todo x, logo:

b b
m(ba)ﬁ/ flx)de < M((b—a) = mgbia/ flz)dz < M.

1
b—a

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe X € [a,b] com f(X) = fa ’ f(z)dz.

10.6 Teoremas Fundamentais do Calculo

Os Teoremas Fundamentais estabelecem a conexao profunda entre derivadas e integrais — as duas
operagoes centrais do Célculo.
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10.6.1 Primeiro Teorema Fundamental

Teorema. Seja f continua em [a, b]. Defina a fungdo acumulada:

- /xf(t) dt, x € a,b].

Entao G ¢ diferenciavel em (a,b) e

Interpretacao: A taxa de variacdo da drea acumulada é exatamente o valor da fun¢do naquele
ponto. Derivar “desfaz” a integragao.

Prova (esbogo).

vion o Gl@t+h) — _
¢'lw) = limy h ;lfi%h/

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, existe ¢, € [z, + h| tal que fIHh ft)ydt = f(ep,) - h.
Logo:

¢ (x) = i f(ey) = f(2),
-0
pois ¢;, = x e f é continua. B

10.6.2 Segundo Teorema Fundamental (Regra de Barrow)

Teorema. Seja f continua em [a,b] e F' qualquer antiderivada de f (F’ = f). Entao:

b b
/a f(x)dz = F(b) — F(a) = [F@)} E

Interpretacao: Para calcular a integral definida de uma funcao continua, basta encontrar uma
antiderivada e avaliar nos extremos — sem precisar calcular limites de somas de Riemann.

Prova (esbogo). Seja G(x f f(t)dt. Pelo Primeiro Teorema, G’ = f. Como F’ = f = G,
temos F(z) = G(z) + C para alguma constante C. Avaliando:

b b
F(b) — F(a) = [G(b) + C] — [G(a) + C] = G(b) — Gla) = / F#)dt—0 = / f(t)d.
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10.7 Exemplos com a Regra de Barrow

3
10.7.1 Exemplo 1: / z? dx
0

23
Antiderivada: F(x) = 3

Confirma o resultado obtido via somas de Riemann.

4
10.7.2 Exemplo 2: / Vrdr
1

2
Antiderivada: F(x) = §£U3/2.

/14\/5d:1: - [;:;:3/2}? = 2(8) - 2(1) - %.

2

10.7.3 Exemplo 3: | (322 —2z+1)dx

S~

2
/ (322 — 2z + 1)dz = [¢* 22+ 2], = (8—4+2) —0=6.
0

10.8 Integral Definida com Substituicao

O método de substitui¢cio também se aplica a integrais definidas. Ao substituir u = g(x), os limites
de integracao devem ser convertidos: u(a) e u(b).

1
10.8.1 Exemplo: / ze® dr
0

Fazemos u = 22, du = 2z dz. Novos limites: u(0) =0, u(1) = 1.
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2
J 3x2—2x +1dx =6
0

15
10
)
X
=
5
Area =
\
0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25
X

Figura 28: Area sob f(z) = 322 —2x +1 no intervalo [0,2]. A 4rea exata é 6, confirmada pela Regra
de Barrow.

10.9 Exercicios Resolvidos
4
10.9.1 Exercicio 1 — / (23 —2?+1)dx
0

Aplicando a regra da poténcia em cada termo:

4 4 3 4
4 4 204 — 64 14
/(xS—x2+1)dx:[$—x+$] :<64_6+4)_0:68_6:O6: O.
0 0

4 3 3 3 3 3
4
14
/ (2 — 22 +1)dx = 140
0 3
3
10.9.2 Exercicio 2 — / _dr
L, (@ +2)?
2)~2 1 ,
Reconhecemos (z + 2)7%, cuja antiderivada ¢ (xt; = ECCETIER Verificando: [—W] =
1
e v
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/3dw_ 1 Pt by 11 1495 a2
(@423 | 2(+2)2] 0 2(5)? 2(1)2) 50 2 50 50 25

3
10.9.3 Exercicio 3 — / zvV1+ xdx
0

Substituicdo. Fazemos u =1+ z, logo x = v — 1 e du = dz. Novos limites: u(0) = 1, u(3) = 4.

’ 4 4 5/2 3/2 4
— 2 2
/ z1+z —l—:vdx—/ (u—1)Vudu ——/ (w32 —ul/?) du = [ u5 — u3 } .
0 1 1 .

Avaliando nos limites:

2:32 2.8 64 16 192—80 112
Emu=4: ———= = =

5 3 5 3 15 15"
2 2 —

Emu=1 7—726 10:—i
5 3 15 15
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4 140 3 1 12 3 116
J XC-x2+1dx="— J —dx== J xV1+x dx=——
0 3 (x+2)3 25 0 15
3
60 6
2
40 4
> > >
116/15 .7,
1
20 140/3 . 46.67 2
12/25 = 0.48
0 0 0
0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 0 1 2 3
X X X

Figura 29: Exercicios resolvidos: areas calculadas pela Regra de Barrow e substituicao.

11 Monitoria 4

11.1 Conexao entre Derivada e Integral

Dois conceitos centrais do Calculo sdo, em certa medida, opostos e complementares:

o Derivada: mede a inclinagio da reta tangente ao gréafico de f no ponto (z, f(z)) — é uma
operacao local.

o Integral definida: mede a drea sob o grdafico de f entre dois pontos x, e ; — é uma operacao
global.

O Teorema Fundamental do Célculo é exatamente o resultado que formaliza essa dualidade.

Derivada: inclina¢éo da tangente Integral: area sob o gréafico

5

~
4 ~
N 4
~
~
- /—\ f 3
X2 o)
2
~
TN f)
f'(X.
0 = ~ 1 Lo
~
~
~
~ 0 Xo X1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

X X

Figura 30: A esquerda: a derivada como inclinacdo da reta tangente. A direita: a integral definida
como area sob o grafico.
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11.2 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema. Sejam f,F : [a,b] — R tais que F'(x) = f(x) para todo = € [a,b] — ou seja, F é a
primitiva (antiderivada) de f. Entdo:

b
/ (@) dz = F(b) — Fla).

Este resultado é notavel: para calcular a drea sob o grafico de f entre a e b, basta encontrar uma
antiderivada F' e avaliar nos extremos. Nao é necessario calcular limites de somas.

11.3 Regras de Integracao

Regra da poténcia:

:L.nJrl 1
Verificagdo: (n - 1) = (n+1a" =2". v

Linearidade:

11.4 Exemplos

2
11.4.1 Exemplo 1: / % dx
0

Antiderivada de 22: F(z) = —.

2
11.4.2 Exemplo 2: / 423 dx
1

Antiderivada de 423: F(z) = z*.

2
/ 4a¥dr = [¢*]) =2 1" =16 — 1 = 15,
1
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11.4.3 Exemplo 3: /(Qx — 22 —2t)dx

Aplicando a regra da poténcia em cada termo via linearidade:

2 .3 5 3 .5
/(2x—x2—m4)dm:2-%—%—%+C:m2—%—%+0.

2
J x2dx =— ] 4x%dx =15
0 1

0.0

Figura 31: Exemplos 1 e 2: dreas exatas calculadas pelo Teorema Fundamental do Calculo.
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12 Monitoria b

12.1 Revisdo — Derivadas de ¢/*) e In f(z)

Antes dos exercicios, revisamos as duas regras da cadeia mais utilizadas com fungdes exponenciais
e logaritmicas:

P

(ef(z))’ = ef@ . (), (In f(z))

Exemplo: As duas fun¢oes abaixo tém a mesma derivada.

1. f(x)=3lnzx = f/(x):3-%:§.
2. f(z) =lnaz® = f/(:r)—?;fi

De fato, In2® = 31Inz pelas propriedades do logaritmo, logo as funcdes sio iguais.

1
Consequéncia para integracdo. Como (In|z|)" = —, temos a nova regra:
x

1
/d:nzln|x|+0.
x

Mais geralmente, pela regra da cadeia:

E
/f@;) dz = In|f(2)] + C.

/ 322 +6 322 +6
Aplicagdo imediata: [In(z® + 322 —2)] = #—;:, o que implica /ﬁ,f_?)%dﬂﬁ =
In |23 4+ 322 — 2| + C.

12.2 Exercicios (Teste 2 — 2024)

(Inx)? iz

12.2.1 Exercicio 2a —/

1
Substituicao. Identificamos que — dx é exatamente a diferencial de Inz. Fazemos:
T

u=Ilnxr = d—u:l = du:ldx.
d T T

Substituindo:
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2 3
/(ln:c) d:c:/u2du:lg+(7=(lnx> +C.

T

Verificagao por derivagao:

((1”)3)’ _ 3(Inz)*

\/3+ 2
2 dr

12.2.2 Exercicio 2b — /

2
Substituicao. Identificamos a expressao composta 3 + — sob a raiz. Fazemos:
T

2 du 2 2 1 dz
Substituindo:
3+ 2 1 1 1 w32
x _ - __ 12 g, — . _ _1.3/2
/x2 dx /\/ﬁ < 2>du 2/u du 2 32 3u +C.
3+ 3 1/, 2\
/ dx:—f<3+—> +C, VCeR.
2 3 x

2
12.2.3 Exercicio 3a — / (22 — 1) zdx
1

Método direto. A antiderivada de (22 —1)3 -z pode ser obtida por inspegdo: como [(z? —1)%]
4(z% —1)3 - 22 = 8x(2? — 1)3, temos:

Aplicando o Teorema Fundamental:
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2

2 22 _1)4 _1)4 _1)4
[T T L -

Verificacdo por substituicio com troca de limites. Fazendo u = 2 — 1, du = 2z dx:

cezrz=1=u=0, x=2=u=3.

e+1x+2

d
r—1 v

12.2.4 Exercicio 3b — /
1

Reescrita do integrando. Dividimos numerador por denominador:

2 —1
x + :(x )+3:1+i.
r—1 r—1 r—1

A antiderivada é F(z) =z + 3In |z — 1].
Substituicao com troca de limites. Fazendou=x—1,du=dz, x +2=u+ 3:

e z=1=2>u=0;, x=e+l=>u=ce

/u+3du:/ (1+3)du:[u+3lnu]e.
0 u 0 U 0

Avaliando no limite superior: e + 3lne = e + 3.

Avaliando no limite inferior: li%l (u+3nu) =043 (—00) = —o0.
u—07*

Observagao. O integrando possui uma singularidade em x = 1 (ponto de integragdo). Trata-se
portanto de uma integral improépria que, como mostra o calculo acima, diverge. Formalmente,
a aplicagdo direta da Regra de Barrow nos extremos produz a expressao (e + 3) — (0 + 31n0), que
¢ indefinida.
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2 81 X+2
j (x*-1)*dx=— — : singularidade em x = 1
1 8 X_l

15

150

10
100

50

0 24 .125 0

P o e e e e e o e = = =

1.2 1.6 2.0

Figura 32: Exercicio 3a: &rea sob (22 — 1)3z em [1,2] (esquerda). Exercicio 3b: o integrando
(x +2)/(z — 1) possui singularidade vertical em z = 1 — a integral diverge (direita).

13 Funcao Logaritmo Natural

13.1 Motivacdao Econdmica

O logaritmo natural é, possivelmente, a funcdo mais ubiqua em Economia aplicada. Suas proprie-
dades — transformar multiplicagdes em somas, crescimento proporcional em crescimento aditivo, e
ter derivada simples — fazem dele uma ferramenta indispensével.

Taxa de crescimento como derivada do logaritmo. A taxa de crescimento instantanea de
uma variavel Y (¢) é:

Y d
=—==—InY(¢).
Iy Y~ dt nY(t)
Isso significa que a taxa de crescimento do PIB, da populacdo ou do nivel de precos é a derivada do
dln P

dt

Utilidade logaritmica (CRRA com o = 1). Na teoria do consumidor intertemporal (modelo
de Ramsey—Cass-Koopmans), a func¢ao de utilidade u(c) = In ¢ representa aversao relativa ao risco
constante igual a 1. Ela satisfaz u’(c) = 1/¢ > 0 (mais consumo é melhor) e u”(c) = —1/c? < 0
(utilidade marginal decrescente).

logaritmo dessas variaveis. Em particular, a inflagdo é m =

Log-linearizacao de modelos DSGE. Modelos de ciclo de negoécios de equilibrio geral sao
linearizados em torno do estado estacionario tomando logaritmos das varidveis e aproximando:
InY, ~InY + 4, onde §j, = (Y, —Y)/Y é o desvio percentual. Isso converte sistemas nao-lineares
em sistemas lineares trataveis.

Fungdo de produgdao Cobb-Douglas. A funcio F(K,L) = AK*L'~® tem a propriedade de que
InF=InA+alnK + (1 —«)lnL — uma relagdo linear nos logaritmos. Isso facilita estimacao
econométrica por minimos quadrados ordinérios e derivagdo de produtividades marginais.
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13.2 Definicao via Integral

1
Até aqui, tinhamos estabelecido que / —dx ficou em aberto — a regra da poténcia [z™dx =
x

xn+1

n+1

+ C exige n # —1. O Teorema Fundamental do Calculo fornece a resposta.

Definig¢ao. Para x > 0, define-se o logaritmo natural de x como:

/m dt
Inx = —.
1 t

Geometricamente, Inx é a drea com sinal sob a hipérbole y =1/t entret =1et = x.

Observagoes imediatas:

1
dt
e Inl= / 7= 0 (integral sobre intervalo degenerado).
1

e Para x > 1: Inz > 0 (drea positiva).
o Para 0 <z < 1: Inz < 0 (integral com limites invertidos).

Derivada. Pelo Primeiro Teorema Fundamental do Céalculo:

d
—lnx:l, x> 0.
dx x

Mais geralmente, pela regra da cadeia, se g(z) > 0:

r g (x)
Ing(x)) =
(ngl@) =)
In2:J27dt f(x) =In x
it
3 1
0
2 (1,0)
=
1 |
| ‘ 2
O | L
1 2 0 1 2 3 4

Figura 33: O logaritmo natural como area sob 1/t. A esquerda: In2 (drea em [1,2], positiva). A
direita: In(1/2) (drea em [1/2, 1], negativa). A funcdo Inx passa por (1,0), é crescente e
concava.
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13.3 Propriedades do Logaritmo Natural

Proposicao. Para a,b >0er e R:

Propriedade Enunciado

Valor em 1 In1=0

Produto In(ab) =Ina+1Inb
Quociente In(a/b) =Ina—1Inb
Poténcia Ina”" =rlna

13.3.1 Prova de In(ab) =Ina +Inb

Fixe a > 0 e defina h(x) = In(ax) para x > 0. Pela regra da cadeia:

a
h(x)=—=—
axr x
Como (Inz) = % também, as duas fungdes tém a mesma derivada, logo diferem por uma cons-

tante:

In(az) =Inz+ C.

Avaliando em z = 1: Ina =In1+ C = C. Portanto In(az) = Inz + Ina. Tomando z = b:
In(ab) =Ina+ Inb. [
13.3.2 Prova de In(a/b) =Ina —Inb
ln<%) =In(a-b!')=Ina+mnb'=Ina—Inbd,

onde usamos que Inb~! = —Inb (caso particular de Ina” = rlna com r = —1). B

13.3.3 Prova de Ina” = rlna (para r inteiro)

r—1

Defina h(x) = Inz". Pela regra da cadeia: h'(z) = ™5~ = Z. Por outro lado, (rlnz) = Z. As
duas fungbes tém a mesma derivada, logo Inz” = rlnz + C. Avaliando em z = 1: 0 = 0+ C,

portanto C =0. B
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13.4 Antiderivada de 1/x

1
Como (In|z])" = — para = # 0, temos:
x

1
/dx:1n|x+C, x # 0.
x

Generalizagao. Pela regra da cadeia ao contrario:

P,
/ﬂm) de = n |f(z)| + C.

322 + 6z

E lo: —_
xemplo /x3+3x2—2
do denominador.

dr = In|2z® + 322 — 2| + C, pois o numerador é exatamente a derivada

13.5 Exercicios — Derivadas com In
13.5.1 Exercicio 1 — f(z) = In(4 + 52)

Pela regra da cadeia com g(z) = 4 + ba:

13.5.2 Exercicio 2 — f(z) = zlnx

Pela regra do produto:

1
f/(x)zlnx—&—w-;:lnx—i—l.

13.5.3 Exercicio 3 — f(z) = T
Inx
Pela regra do quociente:
, Inx —z-(1/x Inx —1
(z) = (1/z) _

(Inx)2 ~ (Inxz)?2”°
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13.5.4 Exercicio 4 — f(x) = VIna3

Simplificamos primeiro: Inz® = 31Inz, logo f(z) = (31nxz)Y/3.

1 3 (3lnx)" %3 1
() = =(3lnx)"23. = = - ‘
/(@) 3< ne) x x z (3lnz)2/3

13.5.5 Exercicio 5 — f(z) = vz +1—In(1+Vz +1)

1
Seja v = +1=(x+121 = —
ja v =z (x+1) 0g0 v SNCES
Py L1 11 (1 1 )_ 1 vV +1
Wr+1 1+vVr+1 2Vr+1 2z +1 1+vr+1) 2Vz+1 1+Va+1
[ P p——
2(1+ o +1)
13.6 Exercicios — Integrais com In
£U2
13.6.1 Exercicio 6 — /dx
3 +1

1 1
O numerador é 22 = §(3a:2), que é 3 vezes a derivada de 2 + 1:

2 1 3z 1
/x d:r:/ :” da = 3 Infa® +1|+ C.

3 +1 3) z3+1

. - / 2 2
Verificagdo: (3In|z®+1|) =535 = 4. v

x? 1
/x3+1d$:31nm3+1]+0.
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dx
3 — 2z

13.6.2 Exercicio 7 —/

O denominador 3 — 2x tem derivada —2. Ajustamos o numerador:

dz 1 [ —2 1
- - —I|3—2 .
/3—2:(: 2/3—23:‘“” 53 —2x[+C

dzx 1
=——1 — .
/3—23} 2n|3 2z| + C

T dx
2 — 2

13.6.3 Exercicio 8 —/

O denominador 2 — 22 tem derivada —2x. Ajustamos:

T 1 —2x 1 5

1
/Qxd;v:—2ln|2—x2|+0.

2

13.6.4 Exercicio 9 — /mdx
x
s < 1
Substituicao: v =1Inz, du = — dx:
x
2 2
/lnxdac:/udu: v o Wa o
T 2 2

Verificagao: <(1”>2> =2z 1 _hz o
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f(x)=xinxef(x)=Inx+1 J x?

1 .3
dx =—In|x*+1|+C
x3+1 3

= f(x)=Inx+1 == f(x)=xInx CInpE+L| = x2(x3+1)

Figura 34: Derivadas e antiderivadas envolvendo o logaritmo natural. A esquerda: f () =xzlnz e
sua derivada f’(z) = Inz + 1. A direita: [2?/(2® + 1)dz — o integrando e a primitiva
$In |z + 1.

14 Funcao Inversa

14.1 Motivacao Economica

Em Economia, frequentemente precisamos inverter relagoes funcionais: dado o comportamento da
quantidade em funcio do prego, queremos o prego como funcio da quantidade — e vice-versa.

Funcao de demanda inversa. A demanda direta ¢ = D(p) diz quanto os consumidores compram
ao preco p. A demanda inversa p = PP(q) diz qual preco faz os consumidores demandarem exa-
tamente a quantidade q. No modelo de concorréncia perfeita e no modelo de monopélio, a firma
enfrenta PP (q) para definir sua receita R(q) = q - PP(q) e a receita marginal R’(q).

Excedente do consumidor e demanda inversa. A férmula do excedente do consumidor EC =
j(;q PP(q)dq — p*q* usa diretamente a demanda inversa. Sem a funcdo inversa, essa integral nio
faria sentido.

Derivada da inversa e elasticidade. Se ¢ = D(p), entdo a derivada da inversa é (D1)(q) =

1
———. A relagdo entre a inclinacdo da demanda direta e da demanda inversa é essencial para

D' (p)
conectar elasticidade-prego ¢ = D’(p) - p/q com a inclinagdo da demanda inversa.

Condicao de existéncia da inversa. A demanda é invertivel se for estritamente monotonica
— em geral, estritamente decrescente (D’(p) < 0). Isso corresponde a lei da demanda: prego e
quantidade movem-se em sentidos opostos. A oferta S(p) é invertivel pois é estritamente crescente

(5'(p) > 0).

14.2 Definicao

Seja f : A — B uma funcdo. Dizemos que f possui inversa se existe uma funcio f~': B — A tal
que:
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[y =2 <= fl@)=y.

Em outras palavras, f~! “desfaz” o que f faz. As relacoes entre dominio e imagem sao:

Dom(f~1) =Tm(f),  Im(f!) = Dom(f).

Composigdes inversas. Para todo € Dom(f) e y € Im(f):

14.3 Condicao de Existéncia
Uma funcdo f possui inversa se e somente se é bijetiva (injetiva e sobrejetiva). Fungdes nao-

injetivas (que assumem o mesmo valor em dois pontos distintos) nao tém inversa globalmente
definida — podemos no maximo restringir o dominio.

Condigao suficiente via monotonidade. Se f é diferenciavel e f'(x) > 0 para todo x € Dom( f)
(ou f’(x) < 0 para todo z), entdo f é estritamente mondtona e, portanto, possui inversa.

14.4 Gréfico de f!

O gréfico de f~! é a reflexdo do grafico de f em relacdo a reta y = x. Isso ocorre porque o ponto
(a,b) pertence ao grafico de f se e somente se (b,a) pertence ao grafico de f—1.

14.5 Exemplos
14.5.1 Exemplo 1 — f(z) =7—2z

Calculo da inversa. Fazemos y = 7 — 2z e isolamos z:

7
Portanto:
-y
71 _
) =—
i 5 —1 Ty
Verificagao: f(f (y)):7_2.T:7_(7_y>:y' v
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2

14.5.2 Exemplo 2 — f(z) = e

Verificagdo de monotonicidade. A derivada é:

—1

fl(x)=-2- @—5) = @—5) >0 para todo x # 5.

Logo f é estritamente crescente no seu dominio R\ {5} e possui inversa.

Calculo da inversa. Fazemos y = — 3 e isolamos z:
:1? E—
2 2
yr—5)=-2 = r—5=—— = r=5——.
Yy Yy
Portanto:
f71<y>:5_77 yﬁéO
Verificagao: f(f1(y)) =— 2 2 y. v
' G-2/y)=5 =2y 7

14.5.3 Exemplo 3 — f(z) =4x+3

Calculo da inversa. Fazemos y = 4z 4 3 e isolamos x:

y—3
—3=4dr = v ="—.
Yy x x 1
Portanto:
-1 y_3
) ="
. ~ -1 y_3
Verificagao: f(f (y)):4-T+3:y—3+3:y.\/
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1
-1’

14.5.4 Exemplo 4 — f(z) = . x#1

Monotonicidade. f'(xz) = — 5 < 0 para todo = # 1. Logo f ¢ estritamente decrescente e

N
(z—1)

possui inversa (em cada ramo).

Calculo da inversa. Fazemos y = 1 e isolamos x:
x

1 1
yr—1)=1=>2—-1=- = =1+ —.
Y )

Portanto:

Pl =145, y#0,

Note que f~! tem a mesma forma funcional que f: esta é uma funcio involutéria (f = f1).

f(x) =7 -2x e sua inversa

1 .
f(x) =—— e sua inversa
x-1

20 I
1\
1
2.5 N\
I .
I
> - - . ..
00 ST
~ < v
-2.5 v
[}
[}
-2 0 2 4
X X
—fx) =7 -2x == fiy)=(7-y)/2 -+ y=Xx — f(x) = 1/(x-1) == fiy)=1+1ly -+ y=x

Figura 35: Graficos de f e f~! refletidos em torno de y = x. Exemplos: f(x) = 7 — 2z (esquerda) e
f(z)=1/(x —1) (direita).

14.6 Teorema da Funcao Inversa

Teorema. Seja f diferencidvel numa vizinhanca de x,, com f'(z,) # 0. Entdo f~! ¢ diferencidvel
em yo = f(zg) e

1 R 1
U ) = 76y = 7O e
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Interpretacao. A derivada da inversa é o reciproco da derivada de f avaliada no ponto correspon-
dente. Graficamente, se a tangente a f em (z,,y,) tem inclinagio m, a tangente a f~! em (y,, x,)
tem inclinagao 1/m.

Prova. Componha f~!(f(z)) = z e diferencie ambos os lados pela regra da cadeia:

@) f@) =1 = (57 (f@) = ffzxy n
Exemplo. Para f(x) = 7 — 2z temos f'(x) = —2. Portanto (f~!)(y) = %2 _ _%7 o que &

consistente com f~1(y) = Y cuja derivada em y é —5 v

1
14.7 Exemplo Completo — f(z) = 1 +—1
T

14.7.1 a) Verificacdo de que f possui inversa

Calculamos a derivada de f:

fl(x)=— <0 paratodo x # —1.

(z+ 1)

Como f’(z) < 0 em todo o dominio, f é estritamente decrescente e, portanto, injetiva. Logo, f
possui inversa.

14.7.2 b) Calculo de /!

e isolamos x:

Fazemos y = 1
x

yr+1)=1= xz+1=

Portanto:
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14.7.3 c) Verificacdo das composicoes

14.7.4 d) Derivada de f~! pelo Teorema da Funcdo Inversa

1 1 1
Temos f'(z) = —m. Sey=f(z)= 1 entdo x + 1 = J de modo que:
A7 S S A S o
fr@)  —1/(z+1)? y y*
d (1 1
Verificagao direta: — (7 — 1) =—=. v
dy \y Y

14.7.5 e) Graficos de f e f!
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1 :
f(x) =—— e sua inversa
Xx+1

4 I||
I
Iy
2 Iy
Iy
i DA
I T e = -—
I
I
I
I
I
0 2 4

= f()=1(x+l) = fy)=1y-1 -+ y=x

Figura 36: Graficos de f(z) =1/(x +1) e f~1(y) = 1/y — 1, simétricos em relacio a y = z.
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15 Funcoes Exponenciais

15.1 Motivacdao Econdmica

A funcdo exponencial e é o bloco de construcao de praticamente toda dindmica econdmica conti-
nua. Ela aparece sempre que o crescimento (ou decaimento) é proporcional ao tamanho atual da
varigvel.

Crescimento do PIB. Se a taxa de crescimento do produto é constante g, entdao Y (t) = Y, e?".
Apés T anos, o PIB multiplica-se por e?”. Para g = 2% ao ano e T = 35 anos, %0235 ~ 2 — a
regra do numero 70 (o produto dobra em 70/g anos) é uma aproximagao dessa férmula.

Desconto continuo e valor presente. O fator de desconto para um fluxo recebido no instante ¢,
a uma taxa de juros r, é e~ "t. O valor presente de um fluxo perpétuo m é fooo me"tdt =7/r — a
formula da perpetuidade, obtida por integragdo da exponencial.

Capitalizagao continua. Um capital K, aplicado a taxa r composta continuamente cresce como
K(t) = Kye™. No limite da capitalizagao discreta com n — oo perfodos por ano: Ky(1 +r/n)™ —
Kqe™.

Depreciagdo e amortizagdo. O estoque de capital deprecia-se a taxa §: K(t) = Kye . O
mesmo modelo descreve a depreciacdo de qualquer ativo, o decaimento de dividas, ou a queda de
precos de bens duraveis.

Modelo de inflacado de Cagan. A demanda por moeda no modelo de Cagan é m —p = —ap,
cuja solucdo estavel envolve e #/®. A estabilidade do equilibrio inflacionério depende do sinal do
expoente.

15.2 Funcao Exponencial Natural e

15.2.1 Definicao como Inversa do Logaritmo

X
1
Definimos Inz = / ~ Para > 0. Como (Inz)" = — > 0, a fungdo logaritmo é estritamente
| x

crescente e possui inversa. Definimos:
exp(z) = e® := (In)"!(z), z€R.
Ou seja, e =y <= x = Iny, e as composic¢oes inversas dao:
In(e”) =2 VzeR, et =g Vo >0.

Dominio e imagem:

Dom(e®) =R, Im(e®) =R, = (0,400).

O ntiimero e. A constante e ~ 2,71828 ... é o tinico nimero real tal que Ine = 1, ou equivalente-
mente:
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e =exp(l), Ine = — =1

15.2.2 Propriedades de ¢”

Para quaisquer a,b € R:

Propriedade Férmula

Produto e® - b = eath
e(l
Quociente — = ev b
e
Poténcia (e2)b = eab
Neutro =1

Prova de e® - e’ = ¢ Sejam A = e ¢ B = €’, de modo que InA = a e InB = b. Usando

In(AB) =InA+1In B = a+b e aplicando exp em ambos os lados: AB = ™. B

15.2.3 Derivada e Antiderivada

Derivada. Pelo Teorema da Funcgao Inversa aplicado a f(z) = Inx:

ix_ 1 I S
dz© ~ (Iny) _l/em_e'

y=e®

A exponencial natural ¢ a tnica fun¢ao (a menos de multiplos) igual a sua prépria derivada.

Regra da cadeia. Para h(z) = e9®):

B (z) = ed®) . ¢/ (2).

Antiderivada:

/e""dx:ex+C.

Mais geralmente, se u = g(x):

/eg(x)g’(m) dz = e 4 C.
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15.2.4 Exemplos — Derivadas

2

Exemplo 1: f(z) =e¢*

Exemplo 2: f(z)=¢e =e

Exemplo 3: y = In(e” + e %)

, el’ _ e—ﬂ?
vy = er L e’
et —1
Exemplo 4: y = ln(e%3 n 1> =1In(e?® — 1) —In(e?® + 1)
, et det® A [(e 1) — (" —1)]  Bel®
V= ehn 1 o1 (e*r —1)(e** + 1) et — 17

15.2.5 Exemplo — Antiderivada

eve
Exemplo 5: /\/de

dx dx

1 — = 2du:
2\/1’ Ogo\/i "

Fazemos u = /z, du =

Jz
ex/idx—Q/e“dU—Qe“—i—C—%ﬁ—l—C.

Exemplo 6: /95262’”3 dx

Fazemos u = 223, du = 622 dz, logo % dx = du/6:

1 1
/erQmB dr = 6/e“du = 662363 + C.
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e* e In x — simetria em relagdo a 'y = x

Figura 37: Grafico de e* e Inx: simétricos em relagdo a reta y = x. A exponencial tem dominio R
e imagem (0, +00); o logaritmo, o inverso.
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15.3 Segunda Definicao de ¢

Além de e = exp(1), existe uma defini¢ao via limite:

e=lim(1+h)"/" ~2,71828 ...
h—0

Derivagao. Como f(z) =Ilnz e f'(1) = 1:

In(1+h) —Inl 1
= p(1) = g BEER) =m0 L

_ % 1/h
lim 7 lim In(1+ h) ;IJL% In(1+ h)*".

1/h

Como exp é continua: exp(1) = exp(limy, o In(1 + h)Y") = lim;, (1 + h)
Logo e = lim;,_,o(1 + h)Y/". W

15.4 Diferenciacdo Logaritmica — f(x) = z”

n—1

Para fungoes da forma f(z) = x% (base e expoente varidveis), a regra da poténcia nz™ ' nao se

aplica diretamente. Usamos a técnica de diferenciagao logaritmica:

x

f(.%') = % = elnz — ea:lnz'

Derivando pela regra da cadeia:

d 1
f/(z) =erlz. %(azlna}) =" <lnx+:1: : ;) =z%(lnz +1).

Alternativa via In implicito. Tome In f(z) = xInz. Diferenciando:

=lnz+1 = f(z)=f(x)(Inz+1)=2"(lnx +1).
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15.5 Funcdes Exponenciais em Outras Bases
15.5.1 Definicdao e Derivada

Para a > 0, a # 1, definimos:
T . mlna.

Derivada. Pela regra da cadeia:

Mais geralmente, para f(x) = a9®):

Antiderivada:

/
xr xr 1
Verificagao: <a—> e R
Ina Ina

15.5.2 Propriedades de a”
Propriedade Férmula
Produto a®-a¥ = a*ty
Quociente a®/a¥ = a*Y
Poténcia (a®)¥ = a™
Produto de bases (ab)* = a”b"
Neutro a’ =1

15.5.3 Exemplos

Exemplo 7: f(z) =637

f(x)=673%.(=3) - In6 = —31In6- 637,

Exemplo 8: f(x) = 1072

F(z) =10"""2 . (22 —2) - In10 = (22 — 2)In 10 - 10°° 27
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2

Exemplo 9: f(z) =3"
f(x)=3".2z-In3

Exemplo 10: /32“’” dx

Fazemos v = 2z, du = 2dx:

/32“ dx =

1 Ju 32a:
tdu=>. " 4O = .
/3 L e R Y S

N | =

15.6 Logaritmo em Outras Bases e Mudanca de Base

15.6.1 Definicao

Para a > 0, a # 1, o logaritmo na base a de x > 0 é:
y=log, r < x=ad".

A férmula de mudanca de base expressa log, z em termos do logaritmo natural:

1 Inz
og r=-—
8a Ina
. ~ Inz
Derivagao: De x = a¥ tomamos In em ambos os lados: Inz = yIna, logo y = ha
na
Ine In 1000
Exemplos: log, e = e — I;  log,, 1000 = mio
15.6.2 Derivada
d 1 _dlnz 1
de %® T Yrlna  zha’

Para h(z) = log_ g(x):
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f(x) = a* para diferentes bases (29)'=2"In2, (") =¢*
12.5

10.0
7.5
5.0

2.5

0.0 0

m— a=05 == a=2 a=3 == g=e — 2 = 2.|N2 e

Figura 38: FuncGes exponenciais a” para diferentes bases a. Para a > 1, a funcao é crescente; para
0 < a < 1, decrescente. O caso a = e é destacado.

16 Integracao por Partes

16.1 Motivacdao Econémica

A integracdo por partes é a técnica que resolve integrais envolvendo produtos de fungbes — e em
Economia, integrais desse tipo aparecem com frequéncia em problemas de valor presente, otimizacao
dindmica e célculo de excedentes.

Valor presente de uma renda crescente. Suponha que uma firma receba um fluxo de lucros
7(t) =t (crescendo linearmente) e desconte a taxa r. O valor presente é:

T
VP = / te "t dt.
0

Essa integral nao se resolve por regra direta — requer integracao por partes, com u =t e dv =
e "t dt.

Excedente do consumidor com demanda log-linear. Se a demanda inversa é P(q) = a—blng,
o calculo do excedente do consumidor j(;q P(q)dg envolve [Ingdg — resolvida por partes com

u=Ingq e dv=dg.

Otimizacao dindmica (controle 6timo). Na derivacdo das condigdes de Euler no problema do
consumidor intertemporal, a integracdo por partes é usada para mover a derivada de uma varidvel
de estado para uma varidvel de coestado. E o passo central que leva as condig¢oes de Hamilton.
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Regra geral de uso. A integracao por partes é ttil sempre que o integrando é um produto de
fungoes de naturezas distintas: polindémio X exponencial, logaritmo x poténcia, polinémio x trigo-
nométrica. A escolha de u e dv segue a mnemdnica LIATE (Logaritmica, Inversa trig., Algébrica,
Trigonométrica, Exponencial) — w é o tipo mais a esquerda.

16.2 Derivacdo da Férmula

A técnica de integragao por partes é a contrapartida da regra do produto para derivadas. Sejam
u e v fungdes diferencidveis de . A regra do produto afirmas:

(uv) = u'v + uv'.

Integrando ambos os lados:

uv:/u’vdac+/uv’ dz.

Reorganizando:

/uv/dx:uv—/u/vd:v.

Escrevendo dv = v’ dx e du = v’ dz, obtemos a féormula na forma compacta:

/udv:uv—/vdu.

Estratégia. A integracdo por partes é util quando o integrando é produto de dois fatores de tipos
diferentes — por exemplo, polindmio x logaritmo, polinémio x exponencial, polinémio X trigono-
métrica. A regra mnemonica LIATE (Logaritmo, Inversa, Algébrica/Polinomial, Trigonométrica,
Exponencial) sugere a ordem de prioridade para escolher u: escolha como u o fator que aparecer
primeiro nessa lista, pois sua derivada tende a simplificar o integrando.

16.3 Exemplos com Logaritmo
16.3.1 Exemplo 1 — /lnxdx

Escolha: v =Inz, dv = dx.

Aplicando a férmula:
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/lnxdwzwlnx—/m-1dx:xlnx—/ld$:a:lnx—x—|—0.
x

/lnxdm =z(lnx—1)+C.

1
Verificagao: (z(lnz — 1))/ =(lhz—1)+z-—=lhz v
x
16.3.2 Exemplo 2 — /mlnxdaz
Escolha: v =Inzx, dv =z dx.
1 2
du = —dz, v = r
T 2
Aplicando a férmula:
x? 22 1 x? 1 x? 2
1 =—Ihnzr— [ — —der=—Inz— = =—Inzx—— .
/:Unxda: 5 Iz /2 xd:v 5 Q/xdx 5 0z 4+C
2 1
/xln:z:dx = %(lnx— 5) +C.
d 2 2
Verificagao: e [2111:10 — Z] =zlnz + g — g =zlnz. vV
16.3.3 Exemplo 3 — /a:” Inz dx (férmula geral)
Escolha: u =Inz, dv = 2" dz (com n # —1).
1 n+1
du = —dx, v = a;
x n+1
n+1 n+l  q n+1
/a:”lna:da:: In _/3: Sdr =2 1 —/:z:”d:c
1 n+l =z n+1 +1
n+1 n+1
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$n+1 1
/:v”lnxdx: +1<lnx—7>+0, n# —1.

n n—+1

Os exemplos anteriores sao casos particulares: n =0 da o Exemplo 1, n =1 dd o Exemplo 2.

16.3.4 Exemplo 4 — /(lnx)2dac

Escolha: u = (Inx)?, dv = dx.

du — 2lnx

dzx, v =1
x

/(1113:)2 dr = z(Inx)? — 2/lnxdm =z(lnx)? —2z(lnzx —1) + C.

=z(lnz)>—2zlnz+ 22+ C =z[(lnz)> —2Inz + 2]+ C.

/(lnx)2 dr =z[(lnz—1)>4+ 1]+ C.

(Note que (Inz —1)2 +1 = (Inx)? — 2Inx + 2, confirmando a equivaléncia.)

16.4 Exemplos com Exponencial
16.4.1 Exemplo 5 — /a:e” dx

Escolha: u = x, dv = e® dz.

du = dz, v=e".

/xemd:v:xem—/emdm:a:ef—em—i—C:eI(a:—l)+C.

/xe”dx:ex(az—l)-f—C.

Verificagao: (e”(z — 1))/ =e"(z—1)+ e =zxe”. vV
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16.4.2 Exemplo 6 — /3:26‘” dx

Duas aplicacbes de integracao por partes sdo necessarias.

12 aplicacdo: u = 22, dv = e dz = du = 2z dx, v = €*.

/xQem dr = r2e* — 2/:66’” dx.

22 aplicagao: do Exemplo 5, [ze”dz =e"(x — 1) + C.

/xQeg”dx =z%e” —2e"(x — 1)+ C =e®(2% — 22+ 2) + C.

/wzez dr = e*(z? — 2z + 2) + C.

Verificagao: (e*(z% — 2z + 2)), =e%(22 — 22+ 2) + e%(22 — 2) = %22 v

16.4.3 Exemplo 7 — /xe_?’m dx

Escolha: u =z, dv = e 3% dx.

du = dz, v=——e 3%
3
1 1
/xe_?’“” dx = —ge_?’z — /(—3) e 3% dx = —ge_?’z + 3 /6_‘% dx.
_ _{ —3x 1 . (_1) —3x C _ _E —3x __ 1 —3x C
= 36 + 3 3 e +C = 36 96 + C.

—3x
/xe?"” de = —69 (Bx+1)+C.

3 —3x 3 —3x 1 1
S 1)— = :e’?’”‘<

. _ d 67330
Verificagao: —|— 5 Bx+1)| = 9

dx
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Jlnxdxzx(lnx—1)+C Jxexdx=ex(x—1)+C

= Inx = x(nx-1) e(x-1) = xe.

Figura 39: Integracio por partes: integrando e primitiva para dois exemplos. A esquerda:
JInzdx = z(lnx — 1) + C — o integrando Inz e a primitiva z(Inz — 1). A direita:
[ ze® dx = e"(x — 1) + C — o integrando ze” e a primitiva e*(z — 1).

17 Monitoria 6

17.1 Resumo das Regras

17.1.1 Derivadas

Regra Férmula
Produto (f1'fg>/:f{f2+f1f§
Quociente (fl> = b= fif _2 URE
: f2 / /f2 /
Cadeia (flg(x)))" = [ (g(x)) - g'(x)
Poténcia (x™) = nan!
Exponencial (e¥) =e”
1
Logaritmo (Inz) = —
x
17.1.2 Integrais
Regra Férmula
xn+1
Poténcia /m" de = +C, n#—1
) n+1
Logaritmo / —dr=Inlz|+C
x
Exponencial efde=e*"+C
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17.2 Exercicio 1 — Regra do Produto com Logaritmo e Raiz
17.2.1 f(z) =In(yx) - Va +1

1
Identificacdo das partes: u = In(\/z) = B Inzev=vz+1=(z+1)"2%

Aplicando a regra do produto [/ = uv'v + uv’:

1

f(x)= % Vo + 1+ In(Var) - NCES

Denominador comum 2z+v/z + 1:

(x+1)+zn(yr) z+1+Fhhz

) = 2z + 1 N 2z + 1

Verificagdo de dimensao: para x > 0, o numerador tem termos z +1 >0 e §Inz (que pode ser
negativo para = < 1); o denominador 2z+/x + 1 > 0. Consistente.

17.3 Exercicio 2 — Regra do Quociente

ve+1

zInx

17.3.1 g(z) =

Identificagdo: p=+vz+1,¢g=zlnz.

1
= "=lnx+1.
NS U
Regra do quociente ¢’ = (p'q — pq’)/q*:
rlnx

—vz+1(lnz+1)

J(z) = 2vVe+1

(xlnz)?

Multiplicando numerador e denominador por 2v/x + 1:

zlnz —2(z+1)(Inx + 1)

9w = 2vz+1(xlnx)?
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Expandindo o numerador:

zlnzr -2z +1)lne—2(z+1)=lnzfz—2z—-2|-2(z+1)=—Inz(z+2) -2z +2) +

=—(z+2)(Inz+2) +2.

—(z+2)(Inz + 2) —1—2.

2vz+1(xlnx)?

g'(x) =

17.4 Exercicio 3 — Regra da Cadeia com Funcées Aninhadas

17.4.1 h(z) =V1+z+ Va2 +1

Escrevemos h(z) = [w(z)]"/? com w(z) =14z + V22 + 1.

Derivada de w: pela regra da cadeia,

Derivada de h:

, T+
w'(z) Va? +1

W ()

Simplificando o numerador — denominador comum +/z2 + 1:

T 2Vw@) itz va il

. NCESER
Wt 1-V1te+ V2 +1

W(z) = z+vVaZ+1
WrZ+1-V1+a+vVa2+1
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17.5 Exercicio 4 — Logaritmo de Funcao Composta com Raiz
17.5.1 f(z) = ln(m + Va2 — a2), |z] >a >0

1
V2 — a2’
Derivada pela regra da cadeia com g(x) = z + V1?2 — a?:

Objetivo: mostrar que f'(x) =

/ g/<ﬂ?) ’ o T . V.172—(l2—|—:1}
=" 0= mea T e

Portanto:

, 1 Va2 —a’ + Va2 —a®+u
Fiz) = 2 2 2 3 2 2 2 2
r+Va2—a Va2 —a (x+ Va2 —a2) Va2 —a

O fator (x + Vz? — a?) cancela:

1

fo=Ja—a

Caso a = 0: f(x) = In(z + |z|), ndo definido para x < 0. Para z > 0: f(z) = In(2x), f'(z) =
1/x = 1/vx2. Consistente. v’

17.6 Exercicio 5 — Aplicacao do Teorema da Funcao Inversa

Seja f(x) = ln(:n + Va2 — a2) do Exercicio 4. Pelo Exercicio 4, f'(x) = 1/vV22 —a? > 0, logo f é

estritamente crescente e possui inversa f~1.
a) Calcular (f 1) (y).

Pelo Teorema da Fungao Inversa, sendo y = f(z):

b) Expressar em termos de y.

De y = In(z + V22 — a?) temos eV = x + Va2 — a?. Também:

e VL @Vt — )@+ Vet —a?) _ o

z+ Va2 —a? ey
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e¥ + ale Y

Somando: 2z = e¥ 4+ a’e7Y, ou seja, T = fﬁl@) = 9

= acosh(¥) para a = 1.

Portanto:

N
(5

e para a =1: f~1(y) = cosh(y) e (f1)(y) = sinh(y) = y/cosh®y — 1.

(') =V ) —a

£(x) = In(XWx+ 1 f(x) = In(x+4x2-1) , #(x) 21/217_1

0 1 2 3 4 1 2 3 4 5
X X
= f(x) = f(x)=In(.x)-.(x+1) 1/.(x2=1) == In(x + .(x2-1))

Figura 40: Exercicios da Monitoria 6. A esquerda: f(z) = In(y/z)-v/x + 1 e sua derivada. A direita:
f(x) = In(x + Vz2 — 1) e sua derivada f'(z) = 1/Vz2 — 1.
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18 Monitoria 7

18.1 Resumo das Regras

18.1.1 Derivadas

Regra Férmula
D — Soma (f+9)=f+y
D — Produto (f-9=fg+fg
D — Quociente <f) = M
g g
D — Cadeia (f9) =199
D — Poténcia (z") = nan!
D — Logaritmo (Inf) = ]}
D — Poténcia geral (f9 =f9-(glnf)
18.1.2 Integracoes
Regra Férmula
I — Mudanca de varidvel /f(g(x x)dr = /f
I — Integragado por partes /udv = uv — /
18.2 Regra D — Diferenciacdo Logaritmica (Poténcia Geral)

Para f(z)?®) com f(z) > 0, aplicamos In e diferenciamos:

I f(2)9] = g(z) In f(z).

Diferenciando ambos os lados:

Portanto:
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Interpretacgdo: a derivada tem dois termos — um pelo “expoente variando” (¢’(x)In f) e outro

pela “base variando” (g(x)f’/f). Para g constante, recupera-se a regra da poténcia; para f = e,
recupera-se (e9)" = e9g’.

18.3 Exemplos — Poténcia Geral
18.3.1 Exemplo 1 — f(z) = 2"

Identificamos f =z, g = x.

f(x)=a" (1 ‘Inz +x - i) =2%(Inz +1).

/(@) =2"(nz+1).|

18.3.2 Exemplo 2 — g(z) = (In(2z + 1))96_3

Identificamos f =1In(2z+1), g =2 — 3.

Aplicando D :

g'(z) = (In(2z + 1))%3 [1 ‘In(In(2z + 1)) + (x — 3) - i{((;jj__ll))} :

J(@) = (Ine+1))"" [ln(ln(% +1)) + (22 f&;él n 1)} '

Observagao: o segundo termo requer In(2z + 1) # 0, i.e., x # 0, além de 2x + 1 > 0.
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2

LUQ — X *
18.3.3 Exemplo 3 — h(z) = (34—3:2)

-z
3+x2,g—:c.

Derivada de f pela regra do quociente:

Identificamos f =

(@) (22 —1)3+22) — (22 —2)-20 62 —3+22%— 22 —223+222 22+4+62—3
xr) = = = .
(3 + 22)2 (3 + 22)2 (3 +22)2

Razao f'/f:

f(x) 2?2+6x—3 3+2? 22+ 62 —3

flz) — B+22)? 22—z (B+22)(2?—z)

, 22 —z\” 2 —x 9 22 + 6z — 3
Wi@) = (3+x2> [Qxln(3+x2>+a; .(3+:c2)(x2—x)]'

fmwzgtgf[wm@:§)+gﬁ§$[2]

18.4 Derivacao da Formula de Integracao por Partes

A integragdo por partes é a contrapartida integral da regra do produto D . Sejam f e g diferen-
cidveis. Entao:

(f(x)-g(x)) = f(x) g(x) + f(x) g (2).

Integrando ambos os lados em relagéo a z:

f(x) g(z) = / f(z) g(z) dz + / f(z) g (z)da.

Isolando a integral do lado direito:

/ﬂ@d@ﬂwzﬂ@ﬂ@/f@mmmx

Substituicdo de varidveis: definindo u = f(z), du = f'(z) dz, v = g(z), dv = ¢'(x) dz:
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/udv:uv—/vdu.

18.5 Exemplos — Integracao por Partes
18.5.1 Exemplo 4 — /mem dx

Escolha: u=2 = du=dr; dv=e"dr = v=_¢e".

/xe’”dx:xex—/e’”d:x::L‘e’”—e”+C:ex(:L"—1)+C.

/J:e‘”dx:ex(az—l)—kc.

Verificagao:

[e””(x—l)]/ =ef(z—1)+e" - 1=e"r—e” +e* =xe®. Vv

18.5.2 Exemplo 5 — /lnxdx

Escolha: u=Inz = duzlda:; dv=dr = v=uzx.
x

1
/ln:cdx:xlnx—/ac-xdx:xlnx—/dx:mlnw—x—i—C:x(lnm—l)+C’.

/lnxdx =z(lnzx—1)+C.

Verificagao:

/ 1
[z(lnz—1)] =(lnz—1)+2-—=lhez—1+1=lhz. V
T
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f(x) =xe f(x) =x*(In x+1) {xexdx =e*(x-1)+C

10

5.0

25

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 -2 -1 0 1 2
X X

— X, = X.(nx+1) e(x-1) = xe.

Figura 41: Monitoria 7: diferenciacio logaritmica e integracio por partes. A esquerda: f () = a”
e f'(r) =a"(Inx +1). A direita: integrando ze® e sua primitiva e”(x — 1).

19 Monitoria 9

19.1 Resumo das Regras de Derivacao

Regra Férmula

D — Soma (fx9) =f+4d

D — Constante (kf) =kf

D — Produto (f-9)=Ffg+fg

D — Quociente (f/g) =(f'g— fg/)/QQ

D — Cadeia (f(g) =f(9)-g

D — Exponencial (ef)/ =el. I

D — Logaritmo (Inf)y =f/f

D — Poténcia geral (f9) = f9(g lﬂf)/ = f9 (9’ Inf+g ff)

A regra D é a forma compacta da diferenciagdo logaritmica, ferramenta central nesta lista:
sempre que aparecer base e/ou expoente variando, aplicamos In antes de derivar.

19.2 Exercicio 1 — Parte (a)

Calcule a derivada de
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19.2.1 Estratégia: simplificar antes de derivar
Reescrevemos v/ = x%/? (para z > 0), de modo que
f(z) =5 z7=/2,
Tomando logaritmo,
In f(z) =2*In5— % Inz.
Diferenciando ambos os lados (& esquerda, regra D ; a direita, derivadas conhecidas):

1 1
=3221n5 — [%lnx—l—%-%] =322In5 — nx;— )

Multiplicando por f(z):

5%° Inzx+1
f(x) = Nee [3x2ln5— 5 .

Verificacdo dos sinais: para z grande, o termo 322 1In5 domina e f’ é positivo — coerente com
5°° explodindo muito mais rapido que 2%/2. Perto de 2 = 1, o termo —(Inz +1)/2 = —1/2 é o que
conta, e f'(1) =5(3In5—1/2) ~ 54,33 ~ 21,66.

19.3 Exercicio 1 — Parte (b)

Calcule a derivada de
f(z) =223 + Vae" —Inze",

19.3.1 Termo 1: z23%

Aplicando a regra do produto D , com (3%)" = 3% In 3:

(223%) =223 +223%In3 = 23%(2 + x1n 3).
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19.3.2 Termo 2: Vz¢° —Inx°”

Simplificacdo preliminar: Inz®" = e®lnz (propriedade do logaritmo). Logo o radicando é
w(x) =2 —elnz.
Derivada de z¢" (D via log diff.): In(2¢") = e Inz, entdo

(z)’

xe”

1 1
=e’lnx+e” — :ex<lnx+7> .
x x
Portanto (z¢")" = z¢" e*(Inx + 1/x).
Derivada de e” Inz (regra do produto): (e*lnz)’ =e®lnx + e*/x = e*(lnx + 1/z).
Logo:
w'(z) = ¢ e“’(lnaj + %) — e’”(ln:z: + %) = ex(lnzn + %) (z¢" —1).

Como &/w = w'/3, pela regra da cadeia D :

W' (x)

3Vw?

(w1/3>/ _ %w—z/g W' (z) =

19.3.3 Resposta final

1 x
xl _ e —1
e(nx+$>(:v )

Fle)=23"(2+2n3) + a
34 (z¢" —e*Inx)

19.4 Questao 02 — Exame 2025

Calcule a derivada de

e (23742 4 (Inx)?)
4o’ +Vad + 1

fz) =

A funcao tem a forma f(z) = f;(x)* — base composta e expoente variando. Aplicamos D e depois
decompomos f; modularmente.
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19.4.1 Passo 1 — Diferenciacao logaritmica do envelope f*

Pela regra D com g(z) = z:

fi(z)
fi(x)

fl@) = fi(2) (z o fy(2) = fi(2)"|In fy(2) + -

Resta calcular f{(x), onde

2

' f2<x> =e",
file) = =——=—= < fy(z) = (2% + (Inz)?),
fu(z) = 42° + Va3 4+ 1.

19.4.2 Passo 2 — Derivada de f; pela regra do quociente e do produto

Pela combinagdo de D (no numerador) e D :

(f2(@) f5(z) + fol@) f3(2)) fala) — fo(x) fy(2) fi(x)

filz) =

fa(z)?
19.4.3 Passo 3 — Derivadas de cada bloco
f5(x): pela regra D | fi(x) = e 20 = 2w e,
f1(z): soma direta com cadeia na raiz,
322

() =202 + ———.

f4(z): denotando h(x) = 23+2" 4 (Inz)?, temos f3 = Inh, logo f; = h'/h. Para h':

o Para 2377%" aplicamos D com base constante = 2: (21’(3“))/ = 2r@) n2 - p/(z), com p(x) =
3z + x*.

— Pela regra D aplicada a z*: (z%)" = 2%(Inx + 1), donde p’(z) =3 + 2%(lnx + 1).
— Portanto (23”zm)/ = 237777 In2 [3 + 2%(lnx + 1)].

o Para (Inx)?, pela regra da cadeia: ((lnx)z)/ =2Inz-(1/z) =2Inz/x.

Juntando,

2]
B (z) = 254" In2 [3+ 2% (Inz + 1)] + ;”

E portanto
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2Inx

L W) 2324 n2[3+2%(Inz +1)] +
f5(z) = h(z) 23z+2% 4 (Inx)?

19.4.4 Passo 4 — Montagem final

Substituindo f3, fi e f; em fi, e em seguida f; e f; na expressdo de f’ do Passo 1, obtém-se a
derivada explicita:

fi(z)
fil@) ]’

f(@) = fr(2)" (In fi(z) + 2

com fy, f; dados pelas féormulas acima. Nao vale a pena expandir esta expressao simbolicamente:
ela ocupa varias linhas e o ganho pedagdgico se perde no algebrismo. O que importa é o mapa de
derivacgao:

envelope f* — D ;

f1 € quociente — D | com numerador via D ;

fy = € — cadeia em e;

fs=Inh —=D;

dentro de h: termo 2P*) com p = 3z + 2* — D aninhada;
f4 — soma com cadeia na raiz.

SOt W=

Cada passo aplica uma regra elementar — a dificuldade é puramente organizacional, e o dominio
dessa decomposicao modular é o que a questao testa.

19.5 Verificacao Numérica

Comparamos a derivada analitica do Exercicio 1(a) com a aproximacdo por diferencas centrais

(f(x+h) = f(z—h))/(2h).

X analitica numerica erro
1 0.5 1.532237e+00 1.532237e+00 6.063523e-10
2 1.0 2.164157e+01 2.164157e+01 1.752238e-08
3 1.5 1.713526e+03 1.713526e+03 4.198359e-06
4 2.0 3.606774e+06 3.606774e+06 2.400275e-02
X analitica numérica erro
0.50 1.532237 1.532237 6.06e-10
1.00 21.641569 21.641569 1.75e-08
1.50 1713.525741 1713.525745 4.20e-06
2.00 3606773.702916 3606773.726919 2.40e-02
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f(x) = 5° /Vx*

1000

100

valor (log)

10

0.4 0.8 1.2 1.6

—_ f(x) —f(x)

Figura 42: Monitoria 9: f(z) = 5% //z% (solida) e sua derivada f'(z) (tracejada). Em escala
logaritmica, ambas crescem rapidamente; a derivada é positiva em todo o intervalo,
refletindo o dominio de 5*° sobre z%/2 no denominador.

20 Testes Anteriores — Teste 2

20.1 Teste 2 (2026) — 11 de abril de 2026
20.1.1 Questao 1 — Derivadas

Utilizando os teoremas de derivagao, calcule a derivada das seguintes fungoes.

(xs _ 2$> . 67m4+4m
T-vVr+3

Estratégia: Regra do quociente, com numerador tratado pela regra do produto e denominador
pela regra do produto. A regra da cadeia entra na derivacio de e "% ¢ de (x + 3)1/2.

Definimos N = (z* — 2z) - e "4 ¢ D = z(x + 3)"/2, de modo que f = N/D.

20.1.1.1 a) f(z) =

Derivada do numerador (regra do produto):

N = (322 —2) e " 47 4 (g3 — 2) . e @+ L (_4g3 4 4)
= e "2 [(322 — 2) + (2® — 21)(4 — 4a®)]

= "4 [ 426 4 82 4 423 4 322 — 8z — 2].
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Derivada do denominador (regra do produto):

1 B 2 +3)+z  3(r+2)
D' =(x+3)"2+a-S(z+3)712 = = :
(@ +3)12 +a-5(z+3) or+3  2/ri3

Aplicando a regra do quociente com D? = x?(z + 3):

, N'D—- ND'
f(x) = Dz

3(x+2)

et AT 406 4 8 4 493 + 322 — 81 — 2] - avr £ 3 — (23 —22)e T,
| by R NCES

22(z + 3)

—zt 4z

Fatorando e e colocando sobre denominador comum 2+v/x + 3:

.4
€m+4m

x + 3)(—42% + 8z* + 423 + 32% — 8z — 2) — 3(2* — 2)(x + 2)] .

f'(x) = (x4 3) [2(

20.1.1.2 b) f(z) = In(z + *T*°) . /3 — 28 4 extloe

Simplificacido prévia. Usando e*t"% = ¢% . "% — z¢? reescrevemos:

f(z) = In(z + e*+2%) - (3 — 23)1/2 +ze”.
A B

Derivadas de cada peca:

o [z + em”Q]/ 14 (14 27)emt
C r4erta® x + exte? ’

322

1
B = =(3— g3 —-1/2 —322) = — ,
5( ) (32%) =~ 70—

(ze®) =e* + xe® = (1 + x)e”.

Aplicando a regra do produto em AB e somando (ze®)’:

x+az? 2 r+z?
f,($>:1—|—(1—|—2:v)e+ .\/3_7:63_393 In(x + e***7)

1 ..
x + emta? W3- (1+2)e
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20.1.2 Questdo 2 — Integrais Indefinidas

2r — 22
20.1.2.1 d
0 a)/(y+wﬁ—x%3x
Substituicdo. Identificamos v = 1 4 322 — z3. Entdo:
2 2 2 du
du = (6x — 3z*)dr =32z — 2*)der = (20 —x°)dr = 3
Substituindo:
2z — x? 1 1 w2 1
dr = - Bdu=--—4+C=——5+0C.
/(L+%2—ﬁﬂir 3/ﬁ vsa g T 62 ©
2r — 1?2 1
de = — C.
/kl+%?—x%3x 6(L+ 322 —a9)2
2&L12bx/x_5dm
z+3

Divisao do integrando. Reescrevemos o numerador em termos do denominador:

-5 _(z+3)-8_ 8

r+3 z+4+3 x+3

Integrando:

8
/(1— )dx:x—Sln]x—i—SH—C.
r+3

-5
/w dr =z —8In|z+ 3|+ C.
x+3
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20.1.3 Questdo 3 — Integrais Definidas

1
20.1.3.1 a)t/‘(x3—%4)4m2dx
0

Substituicio com troca de limites. Fazemos u = 23 + 4, du = 322 dx:

xde:?; r=0=>u=4, rz=1=u=>5

1 5 599

1 1 1
‘/ @3+4V$Z¢E:/1U4MLZFL] = —(5°—4%) =
A 3 Jy 3 ., 15

! 2101

/(x3+4)4a:2d$:%140,07.

b 15

24/24+ %
20.1.3.2 b)/ Y dx
1 x

2
Substitui¢ao com troca de limites. Fazemos u =2+ —. Entao:

dx du

4
du=——dz = =——; r=1=u=4,
x

x3 4’

2 5/2 4 3/2
V2 +2/x2 d 1 1 2u?/
/+3/xdx:/ \/a<_u>:/ W2 dy = = . Y
1 x 4 4 Js 4

Calculando cada termo:

3/2 3/2
o2 _g C) 52 _5V5 _ 510

2) T B2 9/ 4
/2\/2+2ﬁﬁdx::1 8__5«10 _32-5V10
A 3 6 4 2%
/2‘/2+2ﬂﬁdx::32_5“H)~0675
3 2 T
1 X
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1 2101 2 _
[ (x3+4)4x2dx: 2y2+2/x d)(:32 5410
. 15 X3 24
1

1000 20
750 15
(32-5.10)/24 . 0.675
> 500 > 1.0
250 0.5
210 = .07
0 0.0
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 15 1.8 2.1
X X

Figura 43: Verificagdo numérica: Questao 3a (esquerda) e Questao 3b (direita). As dreas sombrea-
das correspondem aos valores exatos obtidos pela Regra de Barrow.

20.2 Teste 2 (2025) — 7 de abril de 2025

20.2.1 Questdao 1 — Derivadas

Utilizando os teoremas de derivagao, calcule a derivada das seguintes fungoes.
20.2.1.1 a) f(z) =In(2®> +1) - Va3 +2

Estratégia: Regra do produto com cadeia em cada fator.

Definimos A = In(2? + 1) e B = (2® 4+ 2)1/2:

2z 1 32
A = B == 3 271/2'32: .
241’ 2(:1:—1— ) T VP12
Pela regra do produto:
() 2x Va3 + 2 N 322 In(x? + 1)
T) = .
z? +1 2Vx? + 2
(22 +2+1)3
20.2.1.2 =
0 b) 9(x) x - In(z%)

Simplificagdo prévia. Como In(z°) = 5Inz:
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Derivadas das partes com N = (2> + 2+ 1) e D = 5xIlnz:

N =322 +2+1)%(2x + 1),

1
D' '=5lnz+5x-—=5(Inz+1).
x
Regra do quociente, fatorando (2% + z + 1)? e 5 do numerador:

() N'D—ND  3(x*+x+1)2?Q2r+1)-5zlnx — (22 + 2 +1)3-5(lnz + 1)
g xr) = =

D2 2522 1n° z

(22 +2+1)?[Bz(2z+1)Inz — (22 + z+ 1)(Inz + 1)]

5221n% 2

g'(z) =

20.2.2 Questao 2 — Integrais

1:2
20.2.2.1 a) /Mdﬂ?

Substituigdo. Fazemos u = x3 + 1, du = 322 dz, portanto 2% dx = du/3:

x? 1 5 1wt 1

/ L Lo
e dr = — .
(3 +1)2 3(x3+1)

xd:c

3
20.2.2.2 b) /
2

rz—1
Divisao do integrando:
x (x—1)+1 1

r—1 r—1 +y:—1

Integrando e aplicando a Regra de Barrow:

3 3
/ xld:t: z+hnlz—1]] =B+In2)—(2+Inl)=1+1n2.
2 T 2
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3
/ Y dr—=1+1In2~ 1,693.
, r—1

1

20.2.3 Questdo 3 — Funcéo Inversa de f(z) = p—

20.2.3.1 a) Existéncia, calculo e verificacdo de f~!

Injetividade. f ¢ diferencidvel com f’(z) = —(z —1)~2 < 0 para todo = # 1. Sendo estritamente
decrescente em cada ramo, f ¢ injetiva em Dom(f) = R\ {1}.
1 1

Formalmente: se f(x;) = f(z,), entéo

— = _1,logo:c1—1:x2—1,0usejax1:x2. |
1 2

Calculo de f~!. Escrevemos y = 7 e isolamos x:

1 1
yr—1)=1=z—-1=- = =1+ —.

Yy Yy
ow=1+=y;{ y = 0.
Verificagdo. f(f!(y)) = f(l + ;) - (1;)_1 - 1}3/ —y v
y

20.2.3.2 b) Esboco de f e f~! no mesmo plano

O grafico de f~! ¢ a reflexdio do grafico de f em relacdo a reta y = .

< flz) =

1
e f ) =1+ =: hipérbole com assintota vertical z = 0 e assintota horizontal y = 1.
x

T hipérbole com assintota vertical x = 1 e assintota horizontal y = 0.
x —
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-4 -2 0 2 4
X

Figura 44: Fungdes f(z) = 1/(z —1) e f~1(x) = 1+ 1/x. Os gréficos sdo reflexdes um do outro em
relacdo a reta y = = (tracejada em cinza).
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21 Testes Anteriores — Teste 3

21.1 Teste 3 (2026) — 25 de abril de 2026
21.1.1 Questiao 1 — Derivadas

Encontre as derivadas das fun¢oes abaixo.

21.1.1.1 1.1 — f(z) = w

Estratégia: Regra do quociente. O denominador (2x + 1)* tem a varidvel simultaneamente na
base e no expoente — pede diferenciagdo logaritmica.

Sejam N(z) = In(z — 23) e D(z) = (22 + 1)%.

Derivada do numerador (regra da cadeia):

, 1— 322
N@) =T

Derivada do denominador. Tomando In D = xIn(2z + 1):

D’ 2x
— =1In(2 1
D n(2z + )+233+1

= D'(z) = (2 + 1)“”[111(23:—#1) + Q;i 1] .

Aplicando o quociente f' = (N'D — ND’)/D? e fatorando D no denominador:

1 1 — 322

fi) = z+1)* | z—a3

—In(z — 2%) <ln(2:1: +1)+ 2332:6- 1)] )

21.1.1.2 1.2 — f(z) = 2% 4 (22 — 22)*°

Estratégia: Decompomos f = A+ B. Em A basta a regra da cadeia; em B, base e expoente
dependem de x — diferenciacdo logaritmica.

Parte A: A(zx) = e* 2%,
Al(z) = (20 —2) e 20 = 2(x — 1) e*" 22,
Parte B: B(z) = (2 — 22)*". Como In B = 22 In(z% — 2z) e 22 — 2z = x(x — 2):

B 2z —2 2 (z — 1
B :2xln<$2—2x>+$2'x(z7_2) :2xln(x2—2a:)+xg<;i2>'
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B'(z) = 2z(2? — 2z)*" [lm(ac2 —2x) + i : ;] :

Derivada total:

f«@:2@—1mﬁ4w+m@9—mwﬂm@2—mg+E:H.

ﬂlMls—ﬂ@:wmwm(Z)

x—1
Estratégia: Produto f = A- B com A =¢" e B=Inu, onde u(x) = . : T
Derivada de u (regra do quociente):
oy (=1 =2 1
R T Ve CEE
Derivadas dos fatores:
ex/(z=1) u 1 r—1 1
A/ e .y = ——— B/ = — = — . = —
(z) =€ u (x —1)%’ () u (x—1)2% =« z(z—1)

Regra do produto ' = A'B + AR/, fatorando ¢*/(#~1);

f/<$>=—ew/<z1>[1n<£1> L1 ]

(x—1)2  z(x—1)

Sobre denominador comum z(x — 1)

@ Vg in(2) + (@ — 1)]

) = x(x—1)2
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21.1.2 Questdo 2 — Integrais
21.1.2.1 2.1 — /23:2\/ 1—2a3dx

2
Substituicdo. u =1 — 23, du = —32%der = 22°%dzr = -3 du.

2 9 93/2 4
/2x2de——3/u1/2du——3- u3 +C:—§u3/2+0.

4
/2x2v1 —r3dr = —§(1 —23)32 4 C.

Verificagdo: [—5(1— x3)3/2]/ =—2.31—-2%"2. (=32%) =22*V1—2a3. v

21.1.2.2 2.2 —/ zln(z)dx
1
Integracdo por partes. u = Inz, dv=rdr = du=dz/z, v=122/2:

2

x? x? 1 x? T
/x nxdx 5 nx / 5 mdx 5 nx 1 +C

Aplicando a Regra de Barrow em [1,¢]:

N x? 221° e? e? 1 e 1
mede =[S me— 2| = (S-S ) (0-2) =S 4.
/1"“””5 [2 e 4}1 (2 4) ( 4) 11

e 2
1
/xlnmda::e + ~ 2,097.
| 4
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21.1.2.3 2.3 — /(x3 —2%) e dx

Substitui¢do. u = 22, du = 2z dz. Fatorando 2> — 2° = (22 — 2%) - 2:

(22 —2%) dw = (22 — 2*) - 2 dw = (u_u2).d7u.

/(333x5)em2d:p:;/(uu%e“duzi[/ue“du/uQe“du].

Duas integragbes por partes (férmulas-padrao, verificdveis por derivagao):

/ue_“ du=—(u+1)e™+C, /u2 e tdu=—(u?+2u+2)e " +C,.

Combinando:

[—(u+1) + (u? 4+ 2u+2)]e ™ = %(U2 Futl) e,

N | —

Voltando a u = z2:

2 1 2
/(x3—x5)e_1’ dr = 5(3:4—1-3:24-1) e +C.

Verificagao:

[%(aj‘l + 2%+ 1)6_9”2] = le " [(42® + 22) — 2z(2z* + 22 + 1) = e (2% — 2B). v

4 e e?+1 2 1 2
J2x2«ll—x3dx:—6(1—x3)3/2+c J xIn(x)dx = J(x3—x5)e xdx:E(x“+x2+1)e “+C
1
3 0.6
O —m e = TN
3 b4 \
2 03 , ’ N
\
2 ’
1 - s ~
0.0
1
0 — ——
———- €2+1)/4 . 2.097 03
== . .
- -
1 , /
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1 2 3 -2 -1 0 1 2
X X X
= integrando == primitiva integrando == primitiva

Figura 45: Verificagdo numérica das integrais do Teste 3 (2026). Esquerda: integrando 2z2v/1 — 23
e sua primitiva —2(1 — 23)%/2. Centro: integral definida flexlnxdm = (e2 +1)/4 re-
presentada como area sombreada. Direita: integrando (z® — x5)e*x2 e sua primitiva
Tt + 22+ 1)e ™.
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21.2 Teste 3 (2025) — 14 de abril de 2025
21.2.1 Questiao 1 — Derivadas

Encontre as derivadas das fung¢oes abaixo.

3

517
/xw

Estratégia. Varidvel em base e expoente em ambos os fatores: diferenciagdo logaritmica. Reescre-
/2 de modo que:

21.2.1.1 1.1 — f(z) =

vemos \ax*¥ = x

Tomando o logaritmo:

Inf(z) =2*In5—% Inx.

Derivando:

“’;((;; = 322In5 — J(Inz + 1).
[ (z) = 39;7 3z21In5 — ot 1

21.2.1.2 1.2 — f(x) = 2% - 3% + {/a¢” —In(xb)

Simplificacdo prévia. In(z%) = 6Inx. Decompomos f = A + B com:

A(x) = 23 - 3%, B(z) = (z¢" —61In 1‘)1/3

Parte A. Regra do produto:

Al(z) =322 -3+ 223" In3 = 22 3% (3 + x1n3).

Parte B. Pela regra da cadeia, B'(z) = £ (¢ —6Inz) %3 [2¢" —61n :1;]/.

Para [arew]/, diferenciacdo logaritmica. Seja u = 2°": Inu = e* Inz, logo:

! x 1 e/ ® 1
u—:ewlnx+e—:ew<lnx+—> = [2¢7] =a° e“’(lnaH——).
u x x x
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E [6Inz]" = 6/x. Portanto:

1 « 1
B'(z) = 273 [:pe e’ <lna: + 7> — 6} .
3(z¢" —6Inx) r r

Derivada total f'(z) = A'(z) + B’ (z):

z¢ e*(Inz +1/x) — 6/
N 2/3
3(z¢" —6Inx)

8

f(z)=223"(3+xIn3) +

21.2.2 Questao 2 — Integrais

21.2.2.1 2.1 — /1n2(x) dx

2lnx

Integracao por partes. u = In® z, dv=dx = du= dx, v = x:

/an(:c) dz = z1n’(z) — /2ln(x) dz.
Para [ In(z)dz (segunda IPP, férmula padrio):
/ln(a:) dr = xIn(zx) —z + C.
Substituindo:

/1112(3:) dr = z1In*(z) — 2[zIn(z) — 2] + C.

/lnz(m)d:c:x(IHQx—anx+2) +C.

Verificagdo. [z(In°z —2Inz +2)) =In*z —2Inz +2+ p(2r _ 2) = I’z v
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21.2.2.2 2.2 — /x3 e dx

du
Substituicdo. u = z2, du = 2z dx. Reescrevemos z3dx = 2% -z dr = u - 5

1
/x3ex2 dx = 2/ue“du.

Integragdo por partes (formula padréo): [uedu=e“(u—1)+C.

Voltando a u = x2:

2 1
/ac?’e“C dx:§em (z2—1)+C.

Verificagao. [%exz (22 — 1)} = 2ze”(2® —1) + e’ - 2z] =z e 2? =2t v

21.2.3 Questdo 3 — EDOs
21.231 31—y —y —y=0

EDO linear homogénea de 2% ordem com coeficientes constantes. Equacio caracteristica:

) 1+5

r“ —r—1=0 = r= .

2
Raizes reais e distintas r; = ”2‘/5 (razdo durea @) e ry = 1*2\/3:
1+V5 1-V5
ylx)=Cie 2 *+Che 2 *.
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21.2.3.2 3.2 — y" — 4y’ + 4y =8, com y(0) =3, ¥’ (0) =5
Solugdo homogénea. Equacio caracterfstica 72 — 4r + 4 = (r — 2)2 = 0 tem raiz dupla r = 2:
yn(z) = (C1 + Cya) 2.

Solucédo particular. Termo independente constante (8): tentamos y, = K. Substituindo, 4K =
8= K =2.

Solugdo geral: y(z) = (O] + Cyz) €*® + 2.

Aplicando as condigoes iniciais.

y(0)=C,+2=3 = C, = 1.

Calculando y'(x):

Y (x) = Cye®® 4+ 2(C) + Cyz) e2* = e2*[(2C, + Cy) + 2C,x].

y(z) = (1 + 3z)e** + 2.

Verificagdo. y(0) =1+2=3v. y(0)=¢e2-1+3)=5 V.

y'(z) = e2*(5+6x), y” (z) = e**(16+12x), entdo y” —4y’ +4y = €% (16+120—20—24x+4+122)+8 =
0+8=8.V

y'-y'-y=0 y' -4y +4y=8

y(x)

(C..C)=(-0.2,-1.0) == (C.,C)=(-0.2,1.0) == (C.,C.)=(0.2,-1.0) (C..C)=(0.2,1.0)

Figura 46: EDOs da Questao 3. Esquerda: familias de solugoes de y” — y" — y = 0 para vérios
(C;,C,). Direita: solucao do PVI y” — 4y’ + 4y = 8, y(0) = 3, 3y’ (0) = 5 — a parte
transitéria (1 + 3x)e?” explode rapidamente; em escala curta vé-se a condigdo inicial e a
inclinagao iniciais.
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21.3 Teste 3 (2024) — 13 de abril de 2024
21.3.1 Questdao 1 — Derivadas

Encontre as derivadas das fung¢oes abaixo.

1 1\
21.3.1.1 1.1 — f(z) = 2" 4 (f + ln—) 4 getl
x x
P 1 (1 <
Simplificagdo prévia: In — = —Inx, logo o segundo termo é (— —In x) .
x x
Decompondo f=A+ B+ C:
Parte A: A(x) = g’ e
Diferenciacio logaritmica: In A = In*(z) - Inz = (Inz)>3.
A 1 31n”
=3 L > A= onte 2T
1 <
Parte B: B(x) = (— —1n:c>
x
1 1 1 1
Sejap=— —1Inz, ¢ =¢e”. Entao p’ = —— === +2$, q’ = e*. Pela regra D :
x x x x

x

B'(xz) = (; —11195)e e’ [ln(i —lna:) — M] .

T

C'(z) = 37"+ . 221n 3.

Derivada total:

In” 1 <
f’(a:) — mxln2r 4 (; —lna:) e

[111(1 —lnx> — M] +2xIn3 - 377 +1,
z a;2(

T %—11137)
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T

z2—2x+1 1+zx ©
— 5/px?lnzx r— _
21.3.1.2 1.2 — f(x) \/‘3 +1n (6 ! > + <1n(x3) — Sx)

SimplificagcGes essenciais:

2

o % lnx_el x® = 7.
. ln( (a®-22+1)/ ) (z—1)° =z —1 (para x # 1).
-1
o In(z?) =3Ina.
1+

Logo: f(z) = (2% 4z — 1)1/5 + ( ) . Decompondo f = A+ B:

3lnx — 5z
2 1/5
Parte A: A(z) = (2 +2—1)

Para (mIQ)/: usando In(z**) = z2Inx,

2\’
@ =2zhhz+z = (%) =21 2Inz + 1).
‘/rl'
Portanto:
, 22z +1)+1
Al(z) = ) /5
5(x%° + o —1)
1 ¢

Parte B: B(z) = (i)

3lnz —bx

. 1+ , .
Sejap=———, ¢ = €”. Numerador de p’ pela regra do quociente:
3lnz — 5x

3 3 3
(31nx—5x)'1—(1+x)<7—5) :31113:—5:1:—;4—5—3—1-51’:3lnx+2——.

x x

p’ 3lnz+2—3/x

p  Blz—>5z)(1+x)

Pela regra D :

1+z )‘em . ( 1+z ) 3lnz+2—3/x
— e
3lnx — 5z

3lnx — bz (Blnz —b5x)(1+z)

B = (

Derivada total: f'(z) = A’(z) + B'(x).
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21.3.2 Questdo 2 — Integrais

21.3.2.1 2.1 — /xQe’” dx

Duas aplicacoes de integracio por partes.

12: 4 =22, dv=e"dr = du=2xdz, v=_e":

/a:zez dr = z%e®* — Q/xew dx.

22 u=z,dv=¢€e"dx = du=dx,v=ce":

/xe" dr = ze® —e® = e*(x —1).

/:UZew dr = e*(2? — 22+ 2) + C.

Verificagdo: [e”(2? — 2z + 2)]/ =e%(2? — 21+ 2) + e*(2x — 2) = 2%e®. v

21.3.2.2 2.2 — /2:5(952 —1)2In(z® — 1) dw

Mudanca de variavel: t = 22 — 1, dt = 2x du:

/t2 Intdt.

Integracdo por partes: u = Int, dv=t>dt = du=dt/t,v=13/3:

/t21 tdt t31 t 1/t2dt tgl t 7“L3+C t3(31nt 1)+C
= — _—— = — Nt — — = — _ .
. 3 T3 3 9 9

Substituindo t = 22 — 1:

/2x(x2 —1)?In(z? — 1) dz = @2;1)3[3 In(z? —1)—1] + C.
Verificagao:
22 3 (22 2 (22 —1)2
jx[< . D (31n(m2—1)—1)] _ B 2 DT g 21y 2 - D
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szexdx =e*(x*-2x+2)+C J 2x(x* = 1)2In(x* - 1)dx

40
20

30
15

10 20

10

-1 0 1 2 1.25 1.50 1.75 2.00
X X
= e,(X2=2x+2) == x2e. == integrando primitiva

Figura 47: Verificacdo numérica das integrais do Teste 3. A esquerda: integrando z2e® e sua pri-
mitiva e®(z? — 2z + 2). A direita: integrando 2z(z? — 1)®In(2? — 1) e sua primitiva

(3 1n(2? — 1) — 1]

22 Equacoes Diferenciais Ordinarias

22.1 Motivacao Economica

Variaveis econémicas — pregos, produto, capital, inflacio — evoluem ao longo do tempo. Uma
equacgao diferencial ordinaria (EDO) descreve essa evolugao relacionando uma variavel com
sua propria taxa de variacao. E a ferramenta natural para modelar dindmica economica.

Modelo de Solow (acumulagdo de capital). A equagdo central do modelo de Solow é:

k=sf(k)— (6 +n)k,

onde k = K/L é o capital por trabalhador, s é a taxa de poupanga, d é a depreciagdo e n é o
crescimento populacional. E uma EDO de 1* ordem nao-linear; linearizada em torno do estado
estacionario k*, torna-se k ~ A\(k — k*) com A < 0, garantindo convergéncia.

Curva de Phillips dindmica. A versdo continua da Curva de Phillips novo-keynesiana relaciona
a variacdo da inflacdo ao hiato do produto y:

T=—Kky+Am—T),

onde 7 é a meta de inflagdo, kK > 0 captura a sensibilidade da inflacdo ao hiato e A determina a
persisténcia. Reescrevendo: 7 — Am = —ky — A\7. B exatamente a forma & + ax = b estudada neste
capitulo (com a = —X e b = —ky — Am). Para A < 0, a inflacio converge para 7 na auséncia de
hiato — condicao de estabilidade da ancora de inflacao.

Ajustamento de precos de Walras. Na dindmica walrasiana, o prego ajusta-se ao excesso de
demanda:
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p=B[D(p) —S(p)], B>0.

Linearizando em torno do equilibrio p*: p ~ B[D’(p*) — S’ (p*)](p — p*). Como D’ <0e S >0, 0
coeficiente é negativo — o equilibrio é estavel.

EDO de 22 ordem — modelo IS-LM dindmico. Em versoes dindmicas do modelo IS-LM, o
produto e a taxa de juros obedecem a um sistema de equacOes diferenciais. Na forma reduzida, o
produto pode seguir uma EDO de 2% ordem cujas raizes da equacao caracteristica determinam se a
convergéncia ao equilibrio é monotonica (A > 0), critica (A = 0) ou oscilatéria (A < 0).

22.2 EDO de 12 Ordem com Coeficiente Constante
22.2.1 Forma Geral

Consideramos a EDO linear de 12 ordem com coeficientes constantes:

T+ ax =0, z(0) = xg,

~ . dx
onde a,b € R sdo constantes e & = T
22.2.2 Solucio Homogénea
A equagdo homogénea associada é & + ax = 0, ou seja, © = —ax. Separando varidveis:

d

o _adt = /x :/—adt = Inlz| = —at + C,.
x

Exponenciando:

ol = ke, keR.

22.2.3 Solucao Particular

Buscamos uma solugdo constante x* = K. Como z* = 0, substituindo na EDO:

b
0+aK=0b= K=- (a#0).
a
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22.2.4 Solucdo Geral e Condicao Inicial

b
r, =l 4+ o :k‘e’“t—}-a.

Aplicando z(0) = z:

Interpretacao: z, é a soma do transiente (que depende da condicdo inicial e decai ou explode
ao longo do tempo) com o estado estacionario b/a.

22.2.5 Estabilidade

e a>0: e — 0 quando t — 0o = z, — b/a. Estavel (equilibrio atrator).
e a<0: e ™ — oo = x, diverge. Instavel.
o a=0: z, = xy + bt (solugdo linear no tempo).

22.2.6 Diagrama de Fase

O diagrama de fase representa & em funcdo de z:

T = —ax + b.

E uma reta com inclinacdo —a e intercepto b. O equilibrio ocorre em z* = b/a (onde & = 0).

e Se a > 0: a inclinacdo é negativa = as trajetorias convergem para x*.
e Se a < 0: a inclinacdo é positiva = as trajetérias divergem de z*.

22.3 EDO de 12 Ordem com Coeficiente Variavel
22.3.1 Forma Geral

Quando os coeficientes dependem de t, a EDO de 1? ordem tem a forma:

BT = (o)

onde p(t) e ¢(t) sao fungdes continuas de t. O caso p(t) = a (constante) e ¢(t) = b (constante) é o
caso particular ja estudado.
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22.3.2 Método do Fator Integrante

A ideia é multiplicar ambos os lados por uma fungao p(t) de modo que o lado esquerdo se torne a
derivada de um produto:

Para isso, basta que p'(t) = p(t) p(t), o que da:

Com esse pu(t), a equagdo torna-se:

Integrando ambos os lados:

2(t) = u(lt> [/u(t)q(t) dt + C] |

22.3.3 Exemplos Resolvidos — Coeficiente Variavel

22.3.3.1 Exemplo 1l — 2 +2tx =1, 5 =1
Identificagao: p(t) = 2t, q(t) =t.
Fator integrante: [2tdt =t = u(t) = e'.
Equacgao transformada:

R [ 2] =te”.

Integracdo (substituicdo u = 2, du = 2t dt):

/tet2 dt = 1/e“du:16t2.
2 2

2 2 .
Logo €'z = 3e'” + C, ou seja,
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1 2
z(t)==-+Ce .

2
Condigéo inicial z, =1: 1 =1 + C = C = 1. Portanto,
1 e
z(t) = 5(1 +e ).

Verificagdo: & = —te " e i+ 2tz = —te’ +2t- %(1 + e_t2) =tV

22.3.3.2 Exemplo 2 — i +2x =te ?, 1y = —1
Identificagdo: p(t) = 2, q(t) = te 2.

Fator integrante: u(t) = e?.

Equacao transformada:

—[e*z] = e* - te =1t.

dt

2

Integracao: e’z = % + C, ou seja,

z(t) = (t; + C) e 2t

Condigao inicial 2, = —1: —1 = C. Portanto,
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22.3.3.3 Exemplo 3 — i + %x =2, 2(1)=3

Identificagdo: p(t) = 3/t, q(t) = t? (definida para t > 0).

Fator integrante:

3
/tdt:?)ln]t] =Int? = p(t) =t =143,

Equacao transformada:
d
—[3x] =17 £ =15

Integracgio: t3z = % + C, ou seja,

3 C

Condigéo inicial z(1) = 3: 3= § + C = C = L. Portanto,

t3+ 17
6 613

22.3.3.4 Observacao — Quando a integral nao fecha em forma elementar

Trocando ¢(t) = t por q(t) = t?> no Exemplo 1, obtemos i + 2tz = t2. O fator integrante continua
W= etQ, mas agora a integral envolve

/tzet2 dt = %et2 —3 /et2 dt,

e [ et” dt ndo admite primitiva em fungoes elementares (relaciona-se com a fungdo erro imagina-
ria). O método do fator integrante garante a solugdo formal, mas o célculo explicito exige fungoes
especiais. Em problemas de prova, ¢(¢) costuma ser escolhido de modo que [ u(t) q(t) dt seja com-
putéavel.

22.4 EDO de 22 Ordem com Coeficientes Constantes
22.4.1 Forma Geral
T+ at +bx =c, z(0) = xg, £(0) = Zy,

onde a,b,c € R e & = d%x/dt>.
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22.4.2 Solucdo Homogénea — Solucdo Tentativa

Para a equagio homogénea i + ai + bx = 0, tentamos x7 = eM:

Ideia: substituir uma solugio tentativa zff = e na equacio e determinar \ para que ela seja

satisfeita. Como e* # 0, podemos dividir ambos os lados por e* e obter uma equacio algébrica
em \.

A2eM 4 adeM +beM =0 = A2+ ad+b =0,

Esta é a equagao caracteristica. Suas raizes sio:

O discriminante A = a? — 4b determina trés casos.

22.4.3 Caso 1: A > 0 — Duas Raizes Reais Distintas

—a+ VA —a— VA

)\ p—
! 2

Solugao geral:

z, = kpeMt 4 kyet2t + g

As constantes ky, ko sdo determinadas pelas condigoes iniciais z(0) = x, e ©(0) = .

22.4.4 Caso 2: A =0 — Raiz Real Repetida

A= —-.
2

Quando ha raiz dupla, a segunda solucdo linearmente independente é te*. Solucdo geral:

.'L't = (kl + k2t> €>\t + %
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22.4.5 Funcoes Trigonométricas e Formula de Euler

Quando A < 0, as raizes da equacéao caracteristica sdo niimeros complexos. Para expressar a solucao
em termos de fungdes reais, precisamos das funcoes trigonométricas e da Férmula de Euler.

22.4.5.1 Funcoes Trigonométricas

Considere um angulo 6 em radianos e um tridngulo retdngulo inscrito num circulo de raio R, com
cateto oposto v e cateto adjacente h:

ﬁ ¢ g_siHQ_B
R’ M= sl

sinHz%, cosf =

No circulo unitario (R = 1), o ponto (cos #, sin §) percorre a circunferéncia & medida que 6 varia:

0 0 il T 31 2
2 2

sin 0 0 1 0 —1 0

cosf 1 0 —1 0 1

Ambas as fungbes sdo periédicas com periodo 27. Suas derivadas séo:

(sinz)” = cosz, (cosz) = —sinzx.

22.4.5.2 Série de Maclaurin

Qualquer funcao infinitamente diferenciavel em torno de z = 0 admite a representagao:

ifi, 70 + o)+ T % a2

!
g 2!

Para e®: como (e*)™) = e” para todo n, temos £ (0) = 1:

2 $3

> z
27_1+x+—+§+

As derivadas de sinz em x = 0 seguem o padrao 0,1,0,—1,0,1,... (periodo 4). Logo:

(—1)kg2k+1 22 Y2k

Sinxzx—a—Fﬁ—"':ZW, Cosx—l—g—i-f— Z;)

Observagao: derivando a série de sinx termo a termo recupera-se a série de cosz, confirmando
(sinz)” = cosz.
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22.4.5.3 Férmula de Euler

Define-se a unidade imaginaria i = v/—1, com > = —1, i® = —i, * = 1. Aplicando a série de
Maclaurin a e**:

(iz)?  (iz)3 14 2 axd 2t
T T TR TR TR

e =1+iz+

Separando termos reais e imaginarios:

iw _ (1 2 gt . 3 b

cos T sinx

e =cosx +isinz, e :cosa:—isin:z:.‘

Fazendo z = m: cosm = —1, sinm = 0, logo €™ + 1 = 0 (Identidade de Euler).

Funcdes trigonométricas periddicas

1.0

0.5

-1.0

== COS X == sinX

Figura 48: Fungoes sin z e cos x no intervalo [0, 27]. Ambas sdo peridédicas com periodo 27 e imagem
[—1,1].

22.4.6 Caso 3: A < 0 — Raizes Complexas Conjugadas

Com a Formula de Euler em méaos, podemos expressar a solugdo em termos reais. As raizes com-
plexas sdo:

Vb — a2
Ao = a+if, a:—%, B:Ta”'

Aplicando a Férmula de Euler:
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elatif)t — eat(cos Bt + isin Gt).

Tomando combinagoes lineares reais (C; = ky + ko, Cy = i(ky — ky)):

z, = e®*[C] cos(Bt) + Cysin(Bt)] + %

Resumo dos trés casos:

A =a?—4b Raizes A Solugdo homogénea

>0 A, A €ERS A £ A, kieMt 4 kyetet

=0 A = —a/2 (dupla) (ky + kot)eM

<0 a+if e [C} cos Bt + Cy sin St

22.4.7 Solucao Particular — Caso Constante

Buscamos uma solugdo constante x* = K. Como z* = £* = 0, substituindo na EDO:

c
bK =c = KZE (b #0).
22.4.8 Solucdo Geral e Condicao Inicial
g C
T, =x + -
t t b
As constantes ky,k, (ou Cy,C5) sao determinadas aplicando as condigdes iniciais z(0) = z, e
22.5 Solucao Particular com Termo Variavel
Quando o lado direito nao é constante — & + az + bz = f(t) — o método dos coeficientes
indeterminados determina x; por meio de uma solucao tentativa compativel com a forma de

f(@).

A solugdo geral continua sendo x, = zf + 2}, onde z}’ é a solugdo homogénea e z} é a particular.
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Forma de f(t) Solugdo tentativa para

22.5.1 Regra de Escolha da Solucdo Tentativa

Forma de f(¢) Solugdo tentativa para zj
¢ (constante) A

t" (polinémio grau n) A+ A, "+ + A
ert Aert

tnert (Antn + .. +AO)€7’7§
sin(wt) ou cos(wt) Acos(wt) + Bsin(wt)

e sin(wt) ou e cos(wt) e"[A cos(wt) + Bsin(wt)]

Excecao (modificagdo): se a solugdo tentativa coincidir com uma solugao da equac¢ao homogénea,
multiplica-se por ¢ (ou t? se for raiz dupla).

22.5.2 Exemplo — f(t) = e™
EDO: 7 + az + bx = €.
Tentamos z; = Ae™. Calculando as derivadas:
¥ = Are™, i = Ar2e.

Substituindo:

Ar?em™ + aAre™ + bAe™ = et = A(r?’+ar+0b) =1.

Se r nao é raiz da equacio caracteristica, entdo r? + ar +b # 0 e:

1 . eTt
Cr24ar+b’

24 ar+0b’ Tt

Se r é raiz simples, tentamos z} = Ate™; se for raiz dupla, ¥} = At?e™.
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22.5.3 Exemplo — f(t) = sin(wt)
EDO: i + az + bx = sin(wt).
Tentamos x; = A cos(wt) + B sin(wt):
#* = —Awsin(wt) + Bw cos(wt), i* = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt).

Substituindo e igualando coeficientes de cos e sin:

cos(wt): — Aw? +aBw+bA =0 = A(b—w?) + aBw=0.
sin(wt): — Bw?—adAw+bB=1 = —aAw+ B(b—w?) = 1.

Sistema linear em A e B:

(2 %) ()= 0)

O determinante ¢ (b — w?)? + (aw)? > 0 (quando w? # b ou a # 0). Resolvendo:

A —aw B b— w?
© (b —w?)? + a2w?’ (b= w?)? 4 a2w?’

22.6 Exemplos Resolvidos
22.6.1 Exemplo1 — A >0

EDO: i + 5% + 6z =1, (0) =0, £(0) = 1.
Solucao particular: z* = 1/6.

Equacgdo caracteristica: \2 +5\A+6=0 = (A+2)(A+3)=0.

A =25—24=1>0. Solugao geral:

Condigoes iniciais:
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#(0)=1: —2k —3k,=1.

Do sistema:
1 1
1 1
by =>4 2=
1= T 2
1 2 1
CCt = 5672t — §673t + 6

Verificagdo em t =0: 2(0) =1/2—2/34+1/6=3/6—4/6+1/6=0. v

Verificagdo em (0): i, = —e 2! + 273 logo #(0) = —1+2=1. v

22.6.2 Exemplo2 — A =0
EDO: i +2i + 2 = 0, 2(0) = 1, #(0) = 0.
Equacio caracteristica: A\ + 2\ +1 = (A +1)?
A =4—4=0. Solugao geral:

xp = (ky +

Condig¢oes iniciais:

=0 = A= —1 (raiz dupla).

kot)et.

x, = (1+

t)e .

Verificagao: &, =e ' — (1+t)e ' =—te ;3 =—e ' +te ' =(t—1)e".

P+2t+rx=(t—1)et+2(-t)het+(1+t)et=>t—1—-2t+1+t)et=0. vV
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22.6.3 Exemplo 3 — A <0

EDO: i +2+2 =0, 2(0) =0, £(0) = 1.

Equacio caracteristica: \2 + A+ 1 =0.

—1+V1i—4 1 V3
MaT Ty Ty

A=1—-4=-3<0. Temos a = —1/2, 8 = +/3/2. Solucio geral:

z, = e Y2 | C| cos (égt) + Cysin (\ggt)] :
Condigoes iniciais:
z(0)=0: C; =0
1 V3 Vi (V3
— _ ~,—t/2 : v —t/2 v v
Ty 3¢ C2s1n(2t)]+e C’22 cos<2t .
2 2

V3 3

2
T, = \3/§ e /2 sin (?t)

A solugéo exibe oscilagdes amortecidas: a amplitude 2—‘3/36*’5/ 2 decai exponencialmente enquanto

sin(v/3/21t) oscila com frequéncia § = v/3/2.
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22.6.4 Exemplo 4 — A = 0 com termo constante e condicdo em ¢ #+ (

EDO: 2i + 2i + g =e, z(0) = 2e, #(—2) = 2¢2.
Forma padrao (dividindo por 2): &+ & + %x = £,

Discriminante: A =1—4- i =0=\=—

$=-4
Solugao particular (caso constante): z* = ¢/b = (e/2)/(1/4) = 2e.
Solucgao geral:
z(t) = (ky + kot) e /2 + 2e.
Condigao z(0) = 2e: k; + 2e = 2e = k; = 0, portanto z(t) = k, tet/2 + 2e.
Derivada:
m(t) - kQ e_t/2 - %kz te_t/2 - k2 e_t/z(l - %) .

Condigao i(—2) = 2¢%: substituindo t = —2,

ky-el-(14+1)=2kye=2e? = ky=c.

Portanto:

z(t) =te' 2 + 2e.

Observacao — condicao inicial em ¢t # 0. Quando a condigdo é dada em ¢t = ¢, # 0, basta
avaliar z(t) ou Z(t) no ponto t, correspondente — o procedimento é idéntico ao caso t, = 0, mudando
apenas o argumento na hora de impor a condigao.

22.7 Estabilidade das EDOs de 22 Ordem

Para a EDO homogénea # + ai + bx = 0, a solucdo converge para zero (equilibrio estével) se e
somente se a parte real de todas as raizes for negativa. Pelas férmulas:

—aj:\/Z

Re()\1,2) = 9

“Apaso+(=5) Laco

Uma condicao suficiente simples: @ > 0 e b > 0. Nesse caso:

e A<O0: a=—a/2 <0 = oscilagoes amortecidas.
o A > 0: ambas as raizes tém parte real < 0 (pois A\; + Ay = —a <0e A\ Ay, =b>0).
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A>0: ddot(x) + 5k 6x =1 A=0:ddot(x) + 2kl x =0 A<0:ddot(x) +kkx=0

1.00
0.20 , \ x* = 1/6 10

) ) 05 /\,
=
0.10 1;/ 0.50 0.0

-0.5

X(t)
X

0.05 0.25

-1.0
0.00 0.00

Figura 49: Solugoes dos trés exemplos de EDO de 22 ordem. Esquerda: A>0 — solugdo z, =

se 2 — 2¢73 4 1 convergindo monotonamente ao equilibrio 1/6. Centro: A=0 —

solucdo (1 + t)e~*, decaimento sem oscilagdo. Direita: A<0 — oscilagdes amortecidas
%e*tﬂ sin(@t).

22.8 Sistemas de EDOs de 12 Ordem

Até aqui tratamos uma tnica varidavel dindmica de cada vez. Em economia, é comum que varias
variaveis estado evoluam simultaneamente e se influenciem mutuamente — produto e taxa de juros
num modelo IS-LM dindmico, capital e consumo no problema de Ramsey, saldrio e desemprego em
modelos de busca. A formulagdo natural é um sistema linear de EDOs de 1# ordem.

22.8.1 Forma Geral

i 21 22 2 '

A matriz A codifica a interacdo entre as varidveis; o vetor b é o termo independente. Em notagéao
compacta, z = Az + b com z = (y,x) .

22.8.2 Conexao com EDO de 22 Ordem: Toda 22 Ordem é um Sistema 2x1

A EDO de 2% ordem % + at 4 bx = ¢ pode ser reescrita como sistema de 1? ordem por uma troca
de variaveis. Defina y := 2. Entdo y =& = —a® —br +¢c = —ay —bxr + ¢, e a equagdo & = y é
tautologica. Logo:

poe = 0= D06
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O ponto crucial: a mesma solugao que obteriamos resolvendo a EDO de 22 ordem reaparece se
resolvermos o sistema. A férmula da equagao caracteristica da EDO de 22 ordem é, na verdade, a
férmula dos autovalores dessa matriz A:

- —a+Vaz—4b  trAL\/(tr A)? —4]A|
1,2 — - )
' 2

2

jAquetrA=—ae|Al=(—a)-0—(=b)-1=0.

22.8.3 Estabilidade via Traco e Determinante

Para um sistema linear z = Az+b com A invertivel, o equilibrio ¢ z* = —A~'b (resolvendo z = 0).
A estabilidade depende dos autovalores de A: o equilibrio é assintoticamente estével se e somente
se ambos os autovalores tém parte real negativa.

Em 2 x 2, isso é equivalente a um par de condi¢oes simples sobre trago e determinante:

[trA<0 e [4]>0. |

De fato: como A\; + A\, = tr A e A\, = | A], ter |A| > 0 garante que os autovalores tenham o mesmo
sinal (caso reais) ou parte real comum (caso complexos), e tr A < 0 forca esse sinal/parte real a ser
negativo. No caso da matriz vinda da EDO de 22 ordem, trA <0< a>0e|A >0<b>0—
recuperamos exatamente a condicao de estabilidade da secdo anterior.

22.8.4 Por que Importa: Sistemas Genuinamente Acoplados

A vantagem real do enfoque por sistema aparece quando A tem estrutura genérica (ndo vinda
de uma 2% ordem): qualquer interacdo a;; ¢ admissivel, e o método unifica EDOs escalares de
qualquer ordem com sistemas multivariados acoplados. Os mesmos critérios — autovalores, trago,
determinante — classificam todos esses casos.

22.8.5 Exemplo Numérico

Considere a EDO & + 3% + 2z = 0 (A=1>0, raizes —1 e —2). Reescrita como sistema:

-3 -2
A_(l 0), trA=—3, |A =2

Como tr A < 0 e |A| > 0, o equilibrio (0,0) é estavel.
tr(A) = -3, |Al =2
Autovalores de A: -2 -1

Raizes do polindmio caracteristico de 22 ordem: -2 -1
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tr(A) = -3, |A] =2
Autovalores de A: [-2. -1.]
Raizes pelo polindmio caracteristico: [-2. -1.]

Os autovalores de A coincidem exatamente com as raizes da equacdo caracteristica A\? + 3\ +2 = 0:
A = —1, Ay = —2. A soluciio z(t) que sairia da EDO escalar — combinagdo linear de e ™% e e 2! —

é a segunda componente do vetor-solucao do sistema.
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23 Monitoria 10

23.1 Receita para EDO de 22 Ordem com Coeficientes Constantes

Paraay+by+ cy =d com a,b, c,d constantes:

1. Solugdo homogénea v, (t) — resolver o polinémio caracterfstico aA? + b\ +c = 0. As raizes
determinam o formato:

Discriminante Raizes Yn(t)

A>0 Ay # A, reais AeMt + Beret

A=0 Ao real (dupla) Aerot 4 Btelot

A<0 a+if e [Acos(Bt) + Bsin(ft)]

2. Solucao particular yp(t) — para termo independente constante d, basta tentar $§y_p = $
constante. Com ¢, = §j, = 0, sobra cy, =d = y, = d/c (desde que c # 0).

3. Solucgéo geral: y(t) = y,(t) + y,(t).

4. Condigoes iniciais (y(0), §(0)) — montar e resolver sistema linear 2 x 2 em (A, B). Para g,
derivar y explicitamente antes de avaliar em t = 0.

23.2 Exercicio — P1, 2025

Resolva o problema de valor inicial
j+69+9y=5 y0) =74, 9(0)=0.

23.2.1 Passo 1 — Soluciao homogénea

A equacao homogénea associada é § + 6y + 9y = 0. O polindmio caracteristico é

A2+ 6A+9=0.

Discriminante: A = 36 — 36 = 0, entao temos raiz dupla:

Pelo Caso 2 da receita,
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23.2.2 Passo 2 — Solucao particular

O termo independente é constante (d = 5). Tentamos y,,(t) = K, com g, = §j, = 0:
5)
04+6-0+9K =5 — K =_.
Logo y,,(t) = 5/9.
23.2.3 Passo 3 — Solucao geral

y(t) = Ae 3t + Bte 3t + g

23.2.4 Passo 4 — Condicoes iniciais

Avaliando em t = 0:

Diferenciando y(t) pela regra do produto no segundo termo,

y(t) = —3Ae 3"+ Be? —3Bte 3 = e 3[(—3A+ B) — 3Bt].

Emt=0:
9(0)=—-3A+B=0 = B=3A=3.

23.2.5 Solucao

5
y(t) =e 3t +3te 3 + 5
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23.2.6 Verificacao

Derivando a solugao

y(t) =

—3e 3t £33t —9te 3t = —9te 3,

G(t) = —9e 3t +27te 3t = (27t — 9) e 3L,
Substituindo na EDO:

§+ 69+ 9y = (27t — 9)e ™3t + 6(—9t)e ™3 + 9(e3t + 3te 3t + 3)

=[(27t —9) — 54t + 9+ 2Tt]e ' +5=0-¢ % +5=5.

v
E nas condigoes iniciais: y(0) =1+0+5/9=14/9 ,y(0)=—-9-0-1=0

23.3 Visualizacao

ddot(y) +6y+9y =5

y(0) = 14/9
1.50

1.25

y(t)

1.00

0.75

y*=5/9
1

Figura 50: Solucio do exercicio: y(t) = e 3!+ 3t e 3t +5/9 (s6lida) e equilibrio y* = 5/9 (tracejada)
Note que y(t) converge ao equilibrio sem oscilar — comportamento tipico do caso A =0
com raiz caracteristica negativa.
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y(0) = 1.555556 (esperado 14/9 = 1.555556)

t= 0.0: y'' + 6y' + 9y = 5.000000 (esperado 5)
t= 0.5: y'' + 6y' + 9y = 5.000000 (esperado 5)
t=1.0: y'' + 6y' + 9y = 5.000000 (esperado 5)
t= 2.0: y'' + 6y' + 9y = 5.000000 (esperado 5)

A solugao converge monotonicamente ao equilibrio y* = 5/9 — o caso A = 0 com raiz negativa é o
limiar entre decaimento puro e oscilagao amortecida: qualquer perturbacdo no coeficiente
que torne A positivo produz duas raizes reais negativas (decaimento exponencial sem termo t);
qualquer perturbacido que torne A negativo produz raizes complexas e a solugdo passa a oscilar
enquanto decai.
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24 Funcoes de Varias Variaveis Reais

24.1 Motivacao Economica

Quase toda relacdo econOmica de interesse depende de multiplos fatores simultaneamente.
Funcoes de varias varidveis sao a linguagem natural da teoria econdmicas:

o Funcao de utilidade: U(xq,x,,...,x,) representa a satisfagdo do consumidor com n bens.
O problema do consumidor — maximizar U sujeito & restrigdo orcamentaria > p,z; = m —
exige derivadas parciais e condi¢oes de primeira ordem em cada argumento.

« Funcio de producdo Cobb-Douglas: F(K,L) = AK“LP relaciona produto a capital K
e trabalho L. As produtividades marginais 0F /0K e OF /0L determinam a demanda por
fatores; a taxa marginal de substitui¢do técnica (TMST) é o quociente dessas derivadas.

o Funcao de lucro: w(p,w,r) =p- F(K* L*) — wL* — rK* depende do prego do produto p,
do saldrio w e do custo do capital r. O Lema de Hotelling — 97 /0p = y* — é um resultado
direto de diferenciagdo parcial.

o Estatica comparativa: como y* = f(p,w,r,...) varia quando um pardmetro muda, man-
tendo os demais fixos? A resposta é sempre uma derivada parcial — o objeto central deste
capitulo.

24.2 Introducao

Na matematica do ensino médio e no calculo univariado, estudamos func¢des de uma tnica variavel
real: y = f(z), em que um ntmero real z é mapeado em um ntmero real y. Em Economia,
porém, quase todas as relagoes de interesse dependem de multiplos fatores simultaneamente
— o consumo depende da renda e dos pregos; a utilidade depende das quantidades de varios bens; o

produto depende do capital, do trabalho e da tecnologia. Para modelar essas relagoes, precisamos
generalizar o conceito de funcio para o caso de varias variaveis.

24.2.1 Definicao Formal

Uma funcao de varias varidveis reais é uma regra que associa a cada vetor (x4, zo, ..., 2,) € R"
um unico valor real z € R. Formalmente:

f:DCR" —R, (x1,Z9,...,x,) 2= f(x1,29,...,2,).

Os elementos do dominio D sao vetores (ou pontos) em R”, e o valor z é um escalar real. O caso
mais comum em Economia é n = 2, com duas variaveis independentes x e y:

f:DCR2—R, (2,9)2=f(x,y).

O grafico de f neste caso é uma superficie no espaco tridimensional R3.
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24.2.2 Conceitos Fundamentais
o Dominio D: conjunto de todos os pontos (x4, ..., z,,) para os quais f estd definida.

o Imagem Im(f): conjunto de todos os valores z = f(z, ..., x,) assumidos por f.
o Gréfico: conjunto {(xq,...,z,,2) € R"": 2= f(xq,...,2,), (x1,...,2,) € D}.

yno

24.2.3 Exemplo Simples: Custo Total

Considere uma firma que produz um bem usando dois insumos com precos w; e w,, adquirindo
quantidades z, e 5. O custo total é:

C(z1,7) = wyTq + WyTy.

Fixando w; = 3 e wy = 5, temos C(x,xy) = 3z, + 5z,. Alguns valores:

Ty 9 C(my,75)

0 0 O
2 0 6
0 2 10
2 3 21
4 4 32

O dominio natural é D = R? = {(z,,7,) : &, > 0, 2, > 0} e a imagem é [0,+00). As curvas de
nivel C(z,,z,) = C séo retas no plano (z,,z,) — as isocustas da teoria microeconémica:

c  w
Tyg=———2T =
Wy Wy

o QY
o] W

24.3 A Funcao de Producao
24.3.1 Motivacao

Um exemplo classico em Economia é a funcao de producgao, que descreve a quantidade maxima
de produto @ que uma firma pode obter combinando dois insumos: capital K e trabalho L:

fiRE—R,, (K,L)mQ=f(KL).
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24.3.2 A Funcao Cobb-Douglas

A especificacdo mais utilizada na literatura é a Cobb-Douglas:

Q=f(K,L)=AK"L’,

onde:

Parametro Interpretacao

A>0 Produtividade total dos fatores (PTF)
a € (0,1) Elasticidade do produto em relagdo ao capital
B€(0,1) Elasticidade do produto em relagdo ao trabalho

24.3.3 Capital Fixo: f como Funcao de L

Fixando K = K, a Cobb-Douglas se reduz a uma funcio de uma tinica variavel:

Q(L)= AK~ L,

constante

que é uma fungdo de poténcia em L. Para 8 € (0,1), @ é crescente e concava — refletindo o
produto marginal decrescente do trabalho.

Q=AK"LP

6
o) Capital fixo
S 4
S —_ K=1
o
o — K =2
N—r

K=4

<,

0

0.0 25 5.0 7.5 10.0
L (trabalho)

Figura 51: Fungao de producao Cobb-Douglas com K fixo (A =1, a = 0.4, § = 0.6)
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24.3.4 Retornos de Escala

Multiplicando todos os insumos por um fator A > 0:

FOAK, AL) = A(AK)® (AL)? = NP AK“LP = N8 f(K, L).

e Se a+ = 1: retornos constantes de escala.
e Se a+ B > 1: retornos crescentes de escala.
e Se a+ f < 1: retornos decrescentes de escala.

Para visualizar, fixamos (K, L,) = (1,1) e escalamos os insumos por A € [1,4]. O produto resul-
tante ¢ Q(\) = A\**P. f(K,, Ly). Quando A dobra, o produto mais do que dobra (crescentes), dobra
exatamente (constantes) ou menos que dobra (decrescentes).

Retornos de Escala na Cobb—Douglas

6
~ 4 -
< _
p—
o

2

1 2 3 4
A (fator de escala)
= Constantes (.+. = 1.0) == Crescentes (.+.=1.3) Decrescentes (.+. = 0.

Figura 52: Retornos de escala: produto () ao escalar os insumos por A

24.4 Curvas de Nivel
24.4.1 Definicao

Dada f: D C R? - R, a curva de nivel de valor ¢ € R é o conjunto:

C’C:{(aj,y) EDif(Z',y):C}.
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Geometricamente, €, ¢ a projecao no plano zy da interse¢ao do grafico de f com o plano horizontal
z = ¢. O conjunto de todas as curvas de nivel, para diferentes valores de ¢, é chamado de mapa de
contorno de f.

24.4.2 Interpretacao Econdmica: Isoquantas

Na fungao de producdo Q = f(K, L), as curvas de nivel sdo as isoquantas — combinagoes de
capital e trabalho que geram o mesmo nivel de produto:

Co={(K,L): AK“L? = Q}.
Isolando L:

= 1/p =\ 1/8
= (-9 A
AK> A
Para o, > 0, a isoquanta é decrescente e convexa no plano (K,L) — a firma pode trocar
capital por trabalho mantendo o produto constante, mas a substituicdo é cada vez mais custosa.

24.4.3 Circunferéncias e a Equacao Geral

A equagéo geral de uma circunferéncia de raio R centrada no ponto (a,b) é:

(zr—a)? + (y—b)? = R~

No caso de f(z,y) = 2% + y?, a curva de nivel f(x,y) = c é

?+y’=c <= (z—-02+(y—0)?%=(Vc)?

ou seja, uma circunferéncia com a = 0, b = 0 e R = /¢ — centrada na origem. A medida que ¢
cresce, o raio R = /c aumenta, e as circunferéncias se afastam da origem.

24.4.4 Exemplos Graficos

A forma das curvas de nivel revela a geometria da funcdo. Trés casos ilustrativos:

Funcao Curvas de nivel Geometria

flz,y) =2 + 9 2?4yt =c Circunferéncias
flx,y) = 2 —y? 2 —yt=c Hipérboles

flx,y) = KO4L06 K046 = ¢ Isoquantas concavas
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f(x,y) =x*+y? f(x,y) =x*-y? f(K, L) =K** L0

x2+y2=c X2_y2=C K0.4L0.6=C

Figura 53: Curvas de nivel para trés funcoes distintas

24.4.5 TranslacGes e Reflexoes

Pequenas modificagdes em f(z,y) = x? + y? deslocam o centro, alteram o conjunto de niveis
admissiveis ou invertem a orientacio da superficie. Comparemos trés variantes.

24.4.5.1 a) f(z,y) = (r —2)?* + (y — 1)> — centro deslocado

Igualando a c:
(r—2)2+(y—1)?2 =c.
Comparando com (z —a)? + (y —b)? = R?, as curvas de nivel sdo circunferéncias centradas em

(2,1) com raio R = /¢, ¢ > 0. O paraboloide é o mesmo do exemplo padrdo, apenas transladado
para que o vértice ocorra em (2,1,0).

24.4.5.2 b) f(x,y) = 22 + 3y*> — 1 — deslocamento vertical

?+y?—1=c = 22+y*=c+1=R%

As curvas de nivel continuam sendo circunferéncias centradas na origem, mas agora R = v/c + 1,
com a restricdo ¢ > —1. O nivel ¢ = —1 corresponde ao vértice (0,0,—1) — note que f(0,0) = —1,
e o paraboloide fica deslocado para baixo em uma unidade.

c R=+vc+1
-1 0
0 1
3 2
8 3
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24.4.5.3 c) f(z,y) = —2? — y?> — paraboloide invertido

—2?—y?=c = 22+ 4y’ =—c=R>

Agora o sinal se inverte: as curvas de nivel existem apenas para ¢ < 0, com R = /—c. A superficie
é um paraboloide invertido com vértice em (0,0,0) apontando para baixo. Os niveis com ¢ > 0
sao vazios.

Sintese. Em todas as variantes do paraboloide, as curvas de nivel sdo circunferéncias; o que muda é
(i) o centro (translagao horizontal) e (ii) o intervalo de ¢ admissivel (transla¢do vertical ou reflexao).
Reconhecer essas transformacoes dispensa recalcular a estrutura do grafico do zero.

24.4.6 Outras Formas de Superficie

As variantes do paraboloide acima compartilham um tracgo: as curvas de nivel sdo todas circunfe-
réncias. Mas curvas de nivel circulares nao determinam o formato da superficie — duas func¢oes
podem ter o mesmo padrao de niveis e graficos qualitativamente distintos. Vejamos dois casos onde
isso aparece com clareza.

24.4.6.1 d) f(x,y) = /22 +y?> — cone

Igualando a ¢ > 0:

/22 2 =c = 22442 =c? = R2.

As curvas de nivel sdo circunferéncias centradas na origem com raio R = ¢ — o0 mesmo
padrao do paraboloide x2 + y?, exceto pelo espacamento radial:

¢ R no paraboloide (y/¢) R no cone (c)
1 1 1
4 2 4
9 3 9

No paraboloide, os raios crescem como /c — os niveis se acumulam & medida que ¢ aumenta, e a
superficie fica mais ingreme ao se afastar da origem. No cone, os raios crescem linearmente com
¢ — os niveis sdo equiespacados, e a superficie sobe com inclinacdo constante. Geometricamente,
o grafico de f é um cone reto com vértice em (0,0,0).

Observacao importante. Diferentemente do paraboloide, o cone tem uma “ponta” na origem: a
fungao nao é diferencidvel em (0,0) — ao tentar definir a derivada parcial df/dz em (0,0), o limite
pela direita (x — 07, y = 0) d& 41, e pela esquerda d4 —1. Mesmo padrao de curvas de nivel,
regularidades muito distintas.
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24.4.6.2 e) f(z,y) = (z —2)?> — calha cilindrica

A funcdo depende apenas de x: o valor ndao muda quando movemos y. Igualando a c:
(r—2)2=c = x2=2++c, c>0.
As curvas de nivel sdo pares de retas verticais © = 2 + /¢, paralelas ao eixo y — ndo circunfe-

réncias, ndo fechadas. O grafico no R é uma calha cilindrica: a parabola z = (z — 2)? no plano
xz varrida ao longo do eixo y.

retas de nivel

x = 2 (reta dupla)
r=1lex=3
r=0ex=4
r=—lex=5

O = = OO

Por que isso é didatico. Mostra que (i) uma fungao de duas varidveis pode “ignorar” uma delas, e
(ii) curvas de nivel ndo precisam ser fechadas — a forma reflete a estrutura algébrica da funcao,
nao uma regra geral. Casos como esse aparecem em economia quando uma utilidade depende de um
tnico bem (com o outro entrando livremente) ou quando uma tecnologia é insensivel a um insumo
na margem.

24.5 Exemplo: f(z,y) = 22 + ¢?

Considere a funcdo f : R2 — R definida por:
f@,y) = 2% +y°.

24.5.1 Dominio e Imagem
e Dominio: D = R2, pois a expressdo estd definida para todo (z,y) € R%

o Imagem: Im(f) = [0, +o0), pois 2 + y?> > 0 para todo (x,y), com igualdade apenas na
origem.

24.5.2 Curvas de Nivel

As curvas de nivel de f sio os conjuntos {(z,y) € R? : f(z,y) = ¢} para ¢ > 0:

22 +y? =c.

Para ¢ > 0, cada curva de nivel é uma circunferéncia de raio \/c centrada na origem; para ¢ = 0,
é o ponto (0,0).
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24.5.3 Avaliacao em Pontos

Alguns valores ilustrativos:

(x,y) flz,y)
(0,0) 0
(1,0) 1

(1, 1) 2
(3,4) 25

24.5.4 Grafico

O grafico de f é um paraboloide eliptico (circular) com vértice na origem, que se abre para
cima:

z:x2+y2, z>0.
24.5.4.1 Com R (ggplot2)

f(x,y) =x*+y*

Figura 54: Curvas de nivel de f(z,y) = 2% +y?> — R

24.5.4.2 Com Python (matplotlib + numpy)

A légica é idéntica & do R: construimos uma grade de pontos no plano xy, avaliamos f em cada
ponto e pedimos ao matplotlib que trace as curvas de nivel.
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<matplotlib.colorbar.Colorbar object at 0x13bebal20>

9
5 fix,y) = x% + y?
6
2_
11 4
=
> 0‘ ><~
reg
-1 2
_2—
1
-3
-3
0

Figura 55: Curvas de nivel de f(z,y) = 22 + y?> — Python

1

24.6 Exemplo: f(z,y) = 2
r—Yy

24.6.1 Dominio

A funcdo nao estd definida quando o denominador se anula. Portanto:

D={(z,y) ER?:x—y*> #0} =R*\ {z =y}

O conjunto excluido, £ = 32, é uma parabola no plano zy. A esquerda dela (z < 3?), f < 0; &
direita (z > y?), f > 0.
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24.6.2 Imagem
e Quando z — 3% — 0%, f — +o0.

e Quandoz —9y% — 0", f = —o0.
 f pode assumir qualquer valor real exceto zero (pois 1/(x — y?) = 0 ndo tem soluc¢do).

Im(f) =R\ {0}.

24.6.3 Curvas de Nivel

Igualando f(z,y) =c # 0:

2 2, 1
=c —= -y =- = |z=y + -
c c

Cada curva de nivel ¢ uma parébola com eixo horizontal, deslocada da parabola-fronteira z = 3?2
por 1/c:

e ¢ > 0: pardbola deslocada para a direita (1/c > 0).
e ¢ < 0: pardbola deslocada para a esquerda (1/c < 0).
e A medida que |c| — 0o, as curvas se aproximam da fronteira z = y?.

24.6.4 Grafico

Figura 56: Curvas de nivel de f(z,y) = 1/(z — y?)
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1
24.7 Exemplo: f(z,y) = ———5
2% +y

24.7.1 Dominio e Imagem

O denominador se anula apenas na origem, portanto:

D =R2\ {(0,0)}.
Como 22 + 32 > 0 em todo o dominio, f > 0 em todo ponto. Além disso:

e Quando (z,y) — (0,0): 22 +y? — 0%, logo f — +o0.
e Quando |(z,y)| — oo: 2% +y? — +o0, logo f — 07,

Portanto Im(f) = (0, +00).

24.7.2 Curvas de Nivel
Igualando f(z,y) =c¢ > 0:

1 PP
———=c x = -
x? +y? Y =0

Comparando com a equacdo geral (r —a)? + (y —b)? = R?, temos a = 0, b =0e R?> = 1/c —
circunferéncias centradas na origem com raio decrescente em c.

Contraste com f = 2% 4 y?: naquele exemplo R? = ¢ cresce com c; aqui R? = 1/c decresce —
curvas de nivel maiores correspondem a circulos menores, mais préximos da origem.

c R?=1/c
0.25 4

0.5 2

1 1

2 0.5

4 0.25

24.7.3 Grafico
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Figura 57: Curvas de nivel de f(z,y) = 1/(z* + y?)

24.8 Derivadas Parciais
24.8.1 Definicao

Dada f: D C R? — R, a derivada parcial de f em relacdo a x no ponto (,%,) é definida pelo
limite:

of o flxg by o) — fl2g,Y0)

5 (F0rYo) = lim A )
e analogamente para y:

of T f(xg, Yo +h) — f(xg,90)

a—y(%’yo) = }lll_% A :

A ideia é simples: congela-se uma variavel e diferencia-se em relacdo a outra, exatamente
como na derivada univariada.

24.8.2 Notacdo

Para z = f(x,y), todas as notagoes abaixo sao equivalentes:

of
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24.8.3 Interpretacao Geométrica

of

oz

(zg,Yp) € a inclinagdo da curva obtida pela intersecao do grafico de f com o plano y =y, —

ou seja, a taxa de variacao de f na direcdo do eixo x, mantendo y fixo.

24.8.4 Calculo Pratico

Para calcular 0f/0z, trata-se y como constante e aplica-se as regras usuais de derivacdo. Analoga-

mente para 0f/0y.

24.8.5 Exemplos

24.8.5.1 f(x,y) = 2%+ 9>

of
% 21;,
24.8.5.2 f(x,y) =22 —y?
of
L _9
ar 0
24853 f(z,y) — —
.8.5. JY) = pra—y
Usando a regra da cadeia com u = x — 3%
of .1
Ox — (z—y)?’

24.8.5.4 Cobb-Douglas: f(K,L) = AK*L"

of

of ad
0K ’

AK* 1P =
@ K

of

of

of _ %

dy  (z—y?)?

af_ @ B*l_ﬁi
5 = PAKOLIl = ==,

Estas sdo o produto marginal do capital (PM¢K) e o produto marginal do trabalho (PMgL)
— a variag@o no produto decorrente de uma unidade adicional de cada insumo, mantendo o outro

fixo.
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24.8.6 Interpretacao Econdomica

Na Cobb-Douglas, a e § tém uma interpretacio direta via derivadas parciais:

oln@ Oln@
omK Y dmL

B,

ou seja, a e (3 sado as elasticidades do produto em relacdo ao capital e ao trabalho, respectivamente.
Um aumento de 1% em K, mantendo L fixo, eleva @ em a%.

24.8.7 llustracao Grafica

O grafico abaixo mostra df/0x e Of /0y para f(x,y) = x? + y? como campos de vetores sobre as
curvas de nivel — cada seta aponta na direcdo de maior crescimento local de cada componente.

fy =2x fy=2y

5.0 5.0

25 2.5
> 0 > 0

0.0 0.0

-25 -2.5
_l ~———
-5.0 -5.0

-2 -2

Figura 58: Derivadas parciais de f(z,y) = 2 4+ y*: f, = 2z (esq.) e f, = 2y (dir.)

24.9 Derivadas Parciais de Segunda Ordem
24.9.1 Definicao e Notacao
Dada f : D C R? — R com derivadas parciais de primeira ordem, as derivadas parciais de

segunda ordem sdo obtidas diferenciando novamente. Para z = f(z,y), hd quatro derivadas de
segunda ordem, cada uma com notacoes equivalentes:

Derivadas puras:
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d=te=(d). T=n=o(d).

Derivadas mistas (diferencia-se em relagdo a varidveis distintas):

0% f 0 <8f>, 0% f 0 (af>‘

fym:@y@x:% oz fzy:@xay:% Ay

Ordem de leitura: tanto nos subscritos quanto na notacao de Leibniz, 1é-se da esquerda para
a direita. Assim, f,, = 02 f /0y Ox significa diferenciar primeiro em y e depois em x. O operador
mais a esquerda ¢é o aplicado por ultimo — envolve o resultado da diferenciacdo anterior.

24.9.2 Teorema de Young

Enunciado: Seja f: D C R? — R. Se as derivadas mistas fuy € [ye existem e sdo continuas em
(29, Yp), entdo:

fmy(%a Yo) = fya:(xo? Yo)-

O que o teorema diz: a ordem de diferenciagdo é irrelevante — diferencia-se primeiro em z e
depois em ¥, ou vice-versa, e o resultado é o mesmo. Isso reduz o nimero de derivadas distintas de

Por que a continuidade importa: sem ela, o teorema pode falhar. O contraexemplo classico
é:

ry(x? —y?)
fog) = e @900

0 (xay) = (070)7

para a qual f,,(0,0) =1 # —1 = f,(0,0) — as mistas existem mas nao sdo continuas na origem.

Consequéncia préatica: para as fung¢oes usuais em Economia (polindmios, exponenciais, logarit-
mos, poténcias), as derivadas mistas sdo continuas em todo o dominio, de modo que Joy = fyz €
garantido e a Hessiana é sempre simétrica.

Ou seja, a ordem de diferenciagao nao importa — resultado de grande utilidade pratica.
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24.9.3 A Matriz Hessiana

Todas as derivadas de segunda ordem de f(x,y) organizam-se na matriz Hessiana:

of 9
0x? 0Oz0
Hf (.Z‘, y) = 2 2 Y
ofr of
Ooydx 0y

Pelo Teorema de Schwarz, H ; ¢ simétrica sempre que as derivadas mistas sao continuas. A Hessiana
captura a curvatura de f e é central nas condigbes de segunda ordem para otimizagao.

24.9.4 Exemplos

24.9.4.1 f(x,y) = 2%+ 9>

2 0
H, = .
=6 2)
Hessiana diagonal com entradas positivas: curvatura positiva em todas as diregoes — paraboloide
convexo.

24.9.4.2 f(x,y) = 2% — 9>

2 0
m-( )

Curvatura positiva em = e negativa em y — superficie de sela.
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24.9.4.3 Cobb-Douglas: f(K,L)= AK“L"

frx = ala—1) AK*?L7, fop =B(B—1) AK*LP2,
fxr = fix = aB AK* L
ala—1)AK2LP  ap AK*1LA1
P70 aBAKe LA BB —1) AKLP?
Para a, 8 € (0,1): frxx <0e fr;, <0 — produto marginal decrescente de cada insumo.
24.9.4.4 f(x,y) =In(1+ 2% +4?)
Seja u = 1 + 22 + y%. Pela regra da cadeia:

2x 2y

fmzl_i_xz_{_yz’ fy:1+$2+y2'

Diferenciando novamente pela regra do quociente:

201+ 22 +9%) —2z-2x  2(1 — 22 +3?)

R () R (e Fy Ik
POy \1+ a2 +y2) (1422 +9y2)?’
0 2y _ Ay
fry_ax<1+x2+y2>_<1+$2+y2)2_f’yx \/
1
24945 f(r.y)= 53

Seja r?2 = 22 4+ y2. Escrevendo f = (2% +y?)~1:

—2x —2y

SRR L Pl

—2(x? + y?)? 4 22 - 2(2? + y?) - 2z 62? — 2y

fow = (22 + 42) T (@2 +2)3

f _ 9 —2x B Sy
yr 83/ (x2+y2)2 - (x2+y2)3’

0 —2y . 8xy
=5 (Grvym) ~ @y e ¢
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24.9.4.6 F(x,y) =xze* v

Seja u = 2% — y2. Pela regra do produto e da cadeia:

F,o=e" YV 4 20e” Y = V(14 222),

F,=x-(-2y) e® Y = —2py etV

E, =20 V(14222 + eV 4o = 2ze” V(34 222),

x

a [em2’y2(1 + 2332)] = —2y(1 4 22%) "V,

0 2 2 2202 2212 2202
ny—%[—zxyez Y ] =2ye” TV —datye” TV = 2y(14+22%)e" Y =F,. V

24.9.5 Interpretacao Economica

Na Cobb-Douglas, frx < 0e f;; < 0traduzem a lei dos rendimentos marginais decrescentes:
cada unidade adicional de capital (ou trabalho), mantendo o outro fator fixo, contribui cada vez
menos para o produto. A derivada mista f; > 0 indica complementaridade: mais capital eleva
o produto marginal do trabalho, e vice-versa.

24.9.6 llustracdo: Curvaturavia f, e f,,

24.10 Aproximacao Linear de uma Funcao
24.10.1 Caso Univariado

A derivada f’(x*) é, por defini¢do, o limite da razao incremental — geometricamente, a inclinagao
da reta tangente ao grafico de f em x = x*. Para incrementos Az pequenos, podemos aproximar
a variacao de f pela variacdo na reta tangente:

Ay~ f(z*)Ax <= ’f(x* + Az) =~ f(x*) + f/(x*)Ax.‘

Esta é a aproximacgao linear ou Taylor de primeira ordem em torno de z*. O erro Ay —
f/(x*)Ax é de ordem O(Ax?) — pequeno comparado a Az quando Az — 0.

A notagao diferencial torna a aproximacao exata no limite:
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Cortey=0 Cortex=0

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X y
Figura 59: Derivadas de segunda ordem de f(z,y) = 2® + y*: f,, = 2 (constante) e f,, = 2

(constante). O gréfico mostra cortes de f fixando y = 0 (esq.) e z = 0 (dir.), com a
curvatura positiva evidenciada.

24.10.2 Caso Multivariado

Para f: R"™ — R, a aproximacao linear em torno de z* = (73, ..., x},) é

flz* 4+ Ax) ~ f(z*) + Z ﬁ(ac*) Az,.

Cada derivada parcial 0f/0x, entra como peso da variagdo Az, na dire¢ao i. Equivalentemente,
em forma diferencial:

df = zn: O ia,.

i=1 i

Esta é a base de toda a estatica comparativa: se uma relagdo de equilibrio depende de variaveis
endbgenas e parametros, diferenciar implicitamente a relacdo lineariza o problema em torno do
equilibrio inicial — e a algebra linear (Cramer, inversa, Jacobiana) toma o controle.

24.11 Funcoes Explicitas e Implicitas
24.11.1 Funcodes Explicitas

Uma funcao é explicita quando podemos escrever a variavel endogena y isolada em fungdo das
exdgenas x:
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y=f(z), eg.,y=3z>

24.11.2 Funcoées Implicitas

Em muitos contextos econoémicos, a relagdo entre endégenas e exdgenas vem na forma:

F(y,xz) =c,

sem que seja possivel (ou conveniente) isolar y. Exemplos:

« Curvas de indiferenca: U(z,,7,) = U — combinagdes de bens com mesmo nivel de utili-
dade. Isolar x, pode ser dificil para utilidades nao-separaveis.

e CurvaIS: Y —C(Y —T)—1I(r) — G =0 — relacao implicita entre Y e r.

« Equacgido de Euler em consumo: u'(c,) = 3 (1 4+ r)u’(c,y;) — relagdo implicita entre ¢, e
¢;.1 dada uma funcao utilidade u.

o Equilibrio de mercado: D(p)—S(p) = 0 define p* implicitamente em fungéo de pardmetros
de demanda e oferta.

24.11.3 Por que isso importa

Em todos esses casos, sabemos que existe uma relagdo y = f(x) — no entorno de um equilibrio
— mesmo sem conseguir escrever f em forma fechada. A pergunta é: quanto y varia quando x
muda?

Ou seja, queremos f'(x), sem ter f. O Teorema da Fungao Implicita responde essa pergunta.

24.12 O Teorema da Funcao Implicita
24.12.1 Caso de uma Equacdo e Duas Variaveis

Enunciado. Seja F : D C R? — R continuamente diferencidvel em torno do ponto (y*,z*) e
suponha que

F(y*,z*) =c e Z(y*,x*) # 0.

Entéo existe uma vizinhanca de x* e uma tnica funcdo f continuamente diferencidvel tal que:
(a) F(f(x),x) =c — f resolve a relagdo implicita localmente;

(b) y* = f(z*) — f passa pelo ponto de partida;

(© (o) =G
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A condigao-chave é (c), que dé a derivada da funcdo implicita sem precisar isolar y:

OF /0x

I == 5k oy

24.12.2 Derivacao

Partindo de F(y,z) = c e diferenciando totalmente:

OF OF
Se OF /0y # 0, isolamos dy/dx:
dy  OF/0x
dr  OF/0y’

Equivalentemente, partindo de F(f(x),z) = ¢ e derivando em z pela regra da cadeia:

oF OF /0x

oF B SN

24.12.3 Exemplo: O Circulo Unitario

Considere F(y,x) = 2% + y? = 1. As derivadas parciais sdo:

o _
or

OF

2 — = 2y.
.I, ay y

Pela TFI, em qualquer ponto com y # 0 podemos escrever y = f(x) localmente, com:

A relagao nao define y globalmente como fungao de x — para cada = € (—1, 1) existem dois valores
de y, y = V1 — 22 (semicirculo superior) e y = —v1 — 22 (semicirculo inferior). Localmente, em
cada ponto nao-extremo, ha uma das duas:

Ponto vy TFI vale? Funcao local

(0,1) 1>0 Sim y=V1—a?

(0,—-1) —1<0 Sim y=—V1-—2a?

(1,0) 0 Nio reta vertical, y nao é funcdo de x
(—1,0) 0 Nao reta vertical, y ndo é funcdo de z
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Nos pontos extremos (+1,0), o gradiente de F' é horizontal (a tangente ao circulo é vertical), e
nenhuma das duas funcgoes locais é definivel.

X2+y2=1

1.0
0.5

> 0.0
-1, 1,0

-0.5

-1.0
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

= y=-(1-x) == y=.(1-x?) == y=0

Figura 60: Circulo unitério 22 + 4> = 1. Em pontos com y # 0 (azul/vermelho), o TFI d4 y como
fungao local de z. Nos pontos (£1,0) (preto), 0F/Jy = 0 e o teorema falha.

24.12.4 Aplicacdo Econdmica: Taxa Marginal de Substituicdo (TMS)

Considere a utilidade Cobb-Douglas U (x,2,) = 2§ 3 com a € (0,1). Uma curva de indiferenca
é o conjunto U(x,,x4) = U. A questdo econémica é: dado um deslocamento dx,, quanto x, precisa
variar para manter a utilidade constante?

Tratando z, como enddgena (ajustada para preservar U) e x; como exdgena, definimos F'(xy, ;) =
z$¢ z3® — U. As derivadas parciais sdo:

OF o OF _
871'120456(11 Lyl-e, 8—%:(1—@)33(1"%0‘.
Pelo TFT:
dzy  OF/0zy _ a Ty

dx,  0F/dz, l1—az,

Logo a taxa marginal de substituicao é:

TMS =~ H2_ @ T2
dey 1—ax;
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A TMS é decrescente ao longo da curva de indiferencga (a medida que z; cresce, x4 cai e a TMS se
reduz), capturando a convexidade das preferéncias Cobb-Douglas.

Verificando computacionalmente em R, comparando a féormula fechada com a TMS numérica via
diferenciacao implicita:

x1 x2 TMS_formula TMS_numerica
1 2 29.240 9.7467 9.7467
2 b5 15.874 2.1165 2.1165
3 10 10.000 0.6667 0.6667
4 20 6.300 0.2100 0.2100
E em Python:
x1 x2 TMS (férmula) TMS (numérica)
2 29.240 9.7467 9.7467
5 15.874 2.1165 2.1165
10 10.000 0.6667 0.6667
20 6.300 0.2100 0.2100

A TMS analitica e a numérica coincidem até a precisdo da diferenca finita — confirmando o TFI
sem necessidade de isolar x4 como func¢ao de z; explicitamente.

24.12.5 Generalizacdo: Varias Variaveis Exégenas

Enunciado. Seja F'(y, 4, ..., ,) continuamente diferencidvel em torno de (y*, z7, ..., ) e suponha
que

OF
F(y*, a7, ...,2;,) =c¢ e a—y(y*,a:’{,...,xj;);éo.

Entao existe uma vizinhanga de (z7,...,2}) e uma unica funcdo g continuamente diferencidvel tal
que:

(a) F(g(zy,...,2,), 21, Ty) = ¢
(b) y* =g(zi, ..., z});

dg OF [0z,

(©) 5y =~ 9F [dy

)
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Em forma compacta, a formula das derivadas parciais é

g OF |0z,
——=———"" 4q=1,...,n.
ox; OF /0y
A demonstragao é andloga ao caso de duas variaveis: partindo de F(g(xy,...,x,,), Tq, ..

derivando em x; pela regra da cadeia, mantendo z; fixo para j # i:

OF 9g = OF

24.13 Sistemas de Funcoes Implicitas
24.13.1 Generalizacao: m Enddgenas e n Ex6genas

A versao mais geral do TFI trata sistemas:

1 —
F (yla 7ym7x17 7$n) - Cl7

F (Y oe s Yy Ty ey Tpy) = Cppy-

Hipé6tese chave (condigcao do Jacobiano): se a matriz Jacobiana das endégenas

OF! OF!
oy, Y,
J = : :
OF™ OF™
8y1 aym

tem determinante diferente de zero (|.J| # 0) num ponto que satisfaz o sistema, entao localmente
as enddgenas y, podem ser escritas como fungoes g¢;(zq,...,,) das exégenas, e suas derivadas

parciais satisfazem o sistema linear:

0y, /0x,, OF!/0x,
J- : =— : , k=1,..,n.
Y,/ 0xy, OF™ /0x,,
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24.13.2 Solucdo via Cramer

O sistema acima é exatamente da forma Ax = b, com A = J e b = —(0F*/dz;);. Quando |J| # 0,
a regra de Cramer da:

% _ il
oz, |J|’

onde J; é a matriz J com a i-ésima coluna substituida por —(9F7/ Omk)j.

Esta é a féormula que torna o TFI a ferramenta universal de estatica comparativa em
Economia.

24.13.3 Aplicacdo Econémica: Estatica Comparativa do IS/LM

Considere o modelo IS/LM com as fungoes gerais:

(IS): Y=CY-T)+I(r)+G,
(LM): M(Y,r)= M?,
com hipoteses de sinal:

e 0<C’(-) <1 (propensao marginal a consumir);
o I’'(r) < 0 (investimento decresce com a taxa de juros);
o My =0M/0Y >0e M, =9M/Or <0 (demanda por moeda).

Endégenas: Y,r. Ex6genas (parametros de politica): T, G, M*.

Reescrevendo na forma F* = ¢;:

FY(Y,rT,G)=Y—-C(Y-T)—1(r)— G =0,
F2(Y,r; M®) = M(Y,r)— M* = 0.

24.13.3.1 Diferenciacao Total

Diferenciando cada equagao:

dY — C' (dY —dT) — I' dr — dG =0,
My dY + M, dr — dM* =0,

ou seja:

(1—C")dY —I' dr = —C" dT + dG,
My dY + M, dr = dM®.
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24.13.3.2 Forma Matricial

(5 ) () () (s Qe

J

24.13.3.3 Determinante do Jacobiano

|J|=1—-C")M, + 1" My.
Sob as hipéteses de sinal:

e (1-C")>0e M, <0: primeiro termo < 0;
o I’ <0e My > 0: segundo termo < 0;

logo |J| < 0. (Os sinais coincidem com o que ji vimos para a calibracdo linear: |J| tem sinal

estabelecido pelas hipéteses gerais, tornando a andlise robusta a especificagdes nao-lineares.)

24.13.3.4 Multiplicadores via Cramer
Fixando dT = dM*® = 0 e dG # 0 para isolar 9Y /0G:

oy ‘ Il _ M, _(-) =0
aG ~ 1J] 0 IR/ CS R
or 1—0' 1‘ —My  (—)
aG \J| o =)
Fixando dG = dM?® =0 e dT +#+ 0:
O _ LI —r|_ =M, _ () _
or — |J[| 0 M. |J| (=) '
Fixando dT = dG =0 e dM?® #+ 0:
oY -I I —)
e =0
oM> \J!’ =)
8r$ ‘1—0 o‘_l—C_(+)<0
oMs — |J] 1 /] (=)

24.13.3.5 Sintese: Tabela de Sinais
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Variacgao Sinal Interpretacgao

Y /oG >0 Multiplicador fiscal (expansao fiscal eleva
v)

oYy /oT <0 Tributos contraem Y

oY /OM?® >0 Expansao monetéria eleva Y’

or/0G >0 Crowding-out: gasto publico eleva juros

or/OM? <0 Expansao monetéria reduz juros

Os sinais saem somente das hipéteses qualitativas sobre C’,I’, My, M,, — nao dependem da
forma funcional especifica de C(-), I(-) ou M(-,-). Esta é a esséncia da estatica comparativa: ir
do equilibrio inicial ao novo equilibrio apés uma mudanga paramétrica, captando o sinal (e as
vezes a magnitude) da resposta sem resolver explicitamente o sistema.

24.13.3.6 Calculo Numérico com Funcdes Nao-Lineares

Para ilustrar o uso do TFI em modelos genuinamente nao-lineares, calibramos:

o C(z) =c¢y+ 12+ cyy/z (consumo codncavo);
e I(r) =1I,e " (investimento decrescente convexo);
o M(Y,r)=myY —myr (demanda por moeda linear, para simplificar).

O equilibrio (Y*,r*) é encontrado numericamente, e os multiplicadores saem pela TFI aplicada no
equilibrio — a Jacobiana é avaliada usando os valores de C’, I’, My, M, nesse ponto.

Em R:
Equilibrio: Y* = 677.04, r*x = 1.1926
|J| = -48.7996 (esperado: < 0)

Multiplicador Valor Sinal_Esperado

1 Y/ G 2.0492 +
2 r/ G 0.0051 +
3 Y/ T -1.2379 -
4 r/ T -0.0031 -
5 Y/ Ms 0.7547 +
6 r/ Ms -0.0081 -
E em Python:

Equilibrio: Y* = 677.04, r* = 1.1926
|J| = -48.7996 (esperado: < 0)
Multiplicador Valor Sinal
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Y/ G 2.0492 +

r/ G 0.0051 +
Y/ T -1.2379 -
r/ T -0.0031 -
Y/ Ms 0.7547 +
r/ Ms -0.0081 -
Os sinais numéricos confirmam exatamente as previsoes tedricas — independentemente da forma

funcional de C, I ou M, desde que as hipéteses de sinal (0 < C’ <1, I’ <0, My >0, M, <0)
sejam respeitadas. Esta é a esséncia da estitica comparativa via TFI: resultados qualitativos
robustos que sobrevivem a mudancas de especificagdo do modelo.
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25 Algebra Linear

25.1 Motivacdao Econdmica

A Algebra Linear é a linguagem natural de uma boa parte da Economia moderna — sempre que o
problema envolve varios objetos relacionados de forma linear, ela aparece:

o Sistemas lineares e equilibrio: o modelo de Leontief de insumo-produto, (I — A)x = d,
descreve a producgao de n setores que se demandam mutuamente; encontrar = exige resolver
um sistema linear, e a existéncia de solucdo econémica nao-negativa depende de propriedades
espectrais da matriz A.

o Estatica comparativa: ao diferenciar implicitamente um sistema de equagoes de equilibrio
em torno de um ponto, obtém-se um sistema linear nas variagoes dos endégenos. A regra de
Cramer fornece os sinais das respostas em termos de razoes de determinantes — ferramenta
central no apéndice matemético de Mas-Colell, Whinston e Green.

e Otimizacao: as condicbes de segunda ordem em problemas com varias varidveis exigem
analisar o sinal da matriz Hessiana via seus menores principais (determinantes), ou
equivalentemente via seus autovalores. Toda a teoria de otimizagdo concava/convexa em
Economia repousa sobre formas quadraticas.

o Dinadmica: em sistemas dindmicos lineares — z,,; = Az, no caso discreto, © = Az no
continuo — a estabilidade do equilibrio é determinada pelos autovalores de A. Modelos
de crescimento, ciclos de negécios e VARs em macroeconometria sdo todos analisados desta
forma.

« Identificacdo econométrica: estimar coeficientes em y = X3+ ¢ exige que X ' X seja nao-
singular (determinante diferente de zero), condi¢do equivalente & auséncia de colinearidade
perfeita entre regressores.

Neste capitulo desenvolvemos os blocos basicos: determinantes, matrizes (operagoes e inversao),
sistemas lineares (regra de Cramer), autovalores e autovetores, e formas quadraticas —
seguindo Shilov (Cap. 1) para a parte axiomética e Madala / Simon-Blume para o tratamento
operacional.

25.2 Introducao

Uma matriz é um arranjo retangular de niimeros organizados em linhas e colunas:

apy Q2 0 Gy
A= | %21 G2z " Q2p
Q1 Qo 0 Qg

Diz-se que A é uma matriz m X n — m linhas e n colunas. Quando m = n, A é quadrada de
ordem n.

Podemos ver matrizes de pelo menos trés modos, todos uteis em Economia:
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1. Tabela de coeficientes de um sistema linear Ax = b;
2. Operador linear T : R" — R™, com T'(z) = Ax;
3. Lista organizada de vetores (linhas ou colunas).

Dependendo do contexto, é mais 1util pensar em uma ou outra interpretacdo. Por exemplo, ao
discutir multicolinearidade em econometria, pensamos nas colunas de X como vetores; ao calcular
a Hessiana de uma funcéo, pensamos na matriz como um operador que mede curvatura.

Comegamos pelo determinante — um niumero associado a cada matriz quadrada que codifica boa
parte de suas propriedades estruturais.

25.3 Determinantes
25.3.1 Definicao Informal

A cada matriz quadrada A podemos associar um nimero real, o seu determinante, denotado por
det A ou |A|. Para uma matriz 2 x 2:

a a

_ 11 Q12 _

A= <a a ) ) |A] = ay1a99 — a19a9;.
21 Q29

Inspecionando essa férmula, trés fatos saltam aos olhos — e sdo, na verdade, os ingredientes estru-
turais que generalizam o conceito para qualquer ordem n:

1. |A| é uma soma de termos, cada um deles um produto de elementos da matriz;

2. cada termo possui exatamente um elemento de cada linha e um de cada coluna, sem
repetir;

3. cada termo é precedido de um sinal (+ ou —) determinado por uma regra precisa.

A questao é: quantos termos ha, quais sdo, e qual é a regra dos sinais?

25.3.2 Contagem dos Termos
Em uma matriz n X n, escolher um termo significa selecionar um elemento por linha, sob a

restricio de que cada coluna seja usada exatamente uma vez. Para a primeira linha, temos
n escolhas; para a segunda, n — 1; e assim por diante. O total é:

n-(n—1)-2-1=nl

n  n! termos
2 2

3 6

4 24

5 120
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n  n! termos

Cada termo corresponde a uma permutagao (o,,0,,...,0,) dos indices {1,2,...,n}: o elemento

escolhido na coluna j vem da linha o;. O termo ¢, portanto, Uy 1 a -a

05,2 %o, n"

25.3.3 A Regra dos Sinais: Inversées

Resta saber qual é o sinal de cada termo. A regra é a seguinte: contamos o niimero de inversées
N(oy,...,0,) da permutacio — ou seja, o nimero de pares (i,j) com i < j tais que 0; > 0, (a

ordem estd “trocada”). O sinal do termo é (—1)N(71n),

Permutagoes com 0 inversées (ordem natural 1 < 2 < -+ < n) entram com sinal +; permutagoes
com 1 inversdo entram com —; com 2 inversdes, +; e assim por diante.

25.3.4 Definicao Formal

Reunindo os trés ingredientes, obtemos a definigdo geral:

|A| = Z (—1)N<017"'7U7L) ao_hl ao_2’2 ...ao_ ns

n’
o€esS,

onde a soma percorre as n! permutagoes o do conjunto {1,2,...,n}.

25.3.56 Caso n = 3: Enumerando as Permutacoes

Para n = 3 ha 3! = 6 permutacses:

o= (0y,09,03) N(o) Sinal Termo

(1,2,3) 0 + a1 Qg A33
(1,3,2) 1 - @y a3z o3
(2,1,3) 1 - Qg1 Q19 A33
(2,3,1) 2 + A9y Q39 Ay
(3,1,2) 2 + a3y Q12 Ga3
(3,2,1) 3 - 31 (oo (13

Somando os seis termos com seus sinais:

|A] = ay1a99a335 + a15a9303; + G139 30 — Q13099037 — Q13091033 — G11093035.
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25.3.6 Regra de Sarrus (n = 3)

A férmula acima admite uma mnemonica grafica conhecida como regra de Sarrus: repetimos as
duas primeiras colunas a direita da matriz e somamos os produtos das trés “diagonais descendentes”
(sinal +) subtraindo os produtos das trés “diagonais ascendentes” (sinal —):

ayp Qr2 Qi3 | G1; Gg9
Qg1 Qoo G23 | Qg1 (o9
Q31 Qzp Qg3 | A3; A3z

| Al = ay1a99a33 + a19093031 + G131 A3p — 13099031 — G11 09303 — G190 33 -

diagonais descendentes diagonais ascendentes

Atengao: Sarrus funciona apenas para n = 3 (e, com adaptagoes, para n = 2). Para
n > 4 é necessario usar a definicdo geral por permutacées ou — mais usualmente — a
expansao de Laplace por cofatores (que veremos adiante).

25.3.7 Exemplo Numérico

Calculemos o determinante de

21 3
A=10 4 -1
5 2 1

por Sarrus:

A|=2-4-1+1-(=1)-5+3-0-2—3-4-5—2.(=1)-2—1-0-1
=8—-5+0-60+4—0
= —53.

Confirmando computacionalmente em R:
[1] -53
E em Python (numpy.linalg.det):

np.float64(-52.999999999999986)

Observagao numérica. np.linalg.det retorna —53.0000... com pequena impreci-
sao de ponto flutuante (tipica em fatoragoes LU). Para verificar igualdade exata, use
round(...) ou compare com tolerdncia (np.isclose).
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25.3.8 Propriedades

Listamos as propriedades fundamentais do determinante. Todas seguem diretamente da defini¢do
via permutagcoes; as demonstracoes estdo em Shilov (Cap. 1).

25.3.8.1 P1. Determinante da Transposta

AT =14]

Consequéncia: toda propriedade enunciada em termos de linhas vale também para colunas, e
vice-versa. Nao hé assimetria entre linhas e colunas no determinante.

Esbogo da ideia: a transposicao troca os papéis de linha e coluna em cada termo da soma; pode-se
mostrar que o nimero de inversdes da permutacao correspondente é o mesmo, preservando todos
0s sinais.

25.3.8.2 P2. Troca de Duas Linhas (ou Colunas) Inverte o Sinal

Se A resulta de A pela troca de duas linhas (ou duas colunas) — adjacentes ou nao —, entao:

Al = —|A].

Por qué: trocar duas linhas equivale a aplicar uma transposi¢ido na permutacdao que indexa cada
termo. Uma transposi¢do (mesmo entre posi¢oes nao-adjacentes) altera a paridade do ntmero
de inversées — pode-se decompor qualquer transposi¢cdo como um numero impar de transposicoes
adjacentes —, portanto inverte o sinal de cada termo da soma, invertendo o sinal do determinante.

25.3.8.3 P3. Linhas (ou Colunas) Iguais Anulam o Determinante

Se A tem duas linhas iguais (ou duas colunas iguais), entao:

|A| = 0.

Por qué: trocando as duas linhas iguais, a matriz ndo se altera, mas pela P2 o determinante muda

de sinal. Logo |A| = —|A|, de onde |A| = 0.

Generalizacao (visto adiante): a propriedade vale, mais geralmente, para linhas (ou colunas)
linearmente dependentes — dai a equivaléncia entre |A| = 0 e a singularidade de A.
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25.3.8.4 P4. Multilinearidade

O determinante é linear em cada linha (ou coluna) separadamente, mantendo as demais fixas.
Em particular, se uma das colunas é uma combinagao linear Ab+ uc — onde b e ¢ sdo vetores-coluna
—, entao:

Al = A, | + p |4y, |

em que A; e A, s@o as matrizes obtidas substituindo a coluna em questao por b e ¢, respectivamente,
mantendo as demais colunas inalteradas.

Em forma matricial, suponha que a j-ésima coluna de A é Ab 4+ uc e as demais colunas sdo
Apy ey g, Qg e s Q. Entdo:

lay, .. ) Ab+pe, . a,| = XNag, .., by a,| + plag, ... ey ay,l.
25.3.8.5 P5. Multiplicacao de Toda a Matriz por um Escalar

Multiplicar todos os elementos de A por A equivale a multiplicar cada uma das n linhas por \.
Como o determinante é linear em cada linha (P4), saem n fatores A:

124 = 2"]4],]

onde n é a ordem da matriz.

Cuidado. Diferentemente do caso escalar, |[AA| # A A|. O fator \™ é uma armadilha
frequente.

25.3.8.6 Corolario. Linha (ou Coluna) de Zeros

Se alguma linha (ou coluna) de A é identicamente nula, entao

1A = 0.

Por qué: tomando A = 0 em P4, fatoramos o 0 para fora dessa linha (ou coluna), restando
0-|A’| = 0. Equivalentemente, todo termo da definicdo via permutagoes contém exatamente um
fator de cada linha — incluindo a linha nula —, e portanto é zero.
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25.3.8.7 P6. Adicionar a uma Linha (ou Coluna) um Miltiplo de Outra Nao Altera o Deter-
minante

Se A resulta de A ao somar a uma linha (ou coluna) um multiplo escalar de outra linha (ou coluna)
distinta, entédo:

1A = |A].

Por qué: pela multilinearidade (P4), o determinante de A se decompde em |A| + A|A;]|, onde A
tem duas linhas (ou colunas) iguais. Por P3, |4;]| = 0, e portanto |A| = |A].

Importancia préatica: esta é a propriedade que justifica o escalonamento (eliminacao de Gauss)
como método para calcular determinantes — fazemos operagdes de linha que ndo alteram |A| até
obter uma matriz triangular, cujo determinante é o produto dos elementos da diagonal.

25.3.9 Sintese das Propriedades

Operagao na matriz Efeito no determinante
Transpor |AT] = | A

Trocar duas linhas/colunas Sinal trocado: —|A]
Duas linhas/colunas iguais |Al =0

Linha/coluna de zeros |Al =0

Multiplicar uma linha/coluna por A AA|

Multiplicar toda a matriz por A A" A|

Somar a uma linha/coluna um mdltiplo de outra |A| inalterado

25.3.10 Aplicacado: Calculo Eficiente via Escalonamento

Para matrizes de ordem maior, a defini¢do via permutagoes é invidvel (n! cresce muito réapido). A
combinacao P2 + P6 sugere o método pratico:

1. Use operagoes elementares (P6) para zerar elementos abaixo da diagonal — sem alterar o
determinante;

2. A cada troca de linhas (P2), troque o sinal acumulado;

3. Ao chegar em uma matriz triangular, | A| é simplesmente o produto dos elementos da diagonal
(todas as permutagoes exceto a identidade tém pelo menos um fator nulo).

Implementado em qualquer biblioteca numérica (det () em R, numpy.linalg.det em Python), este
algoritmo tem custo O(n3) — substancialmente melhor que o O(n!) da definigao direta.
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Tabela 1: Custo do célculo do determinante: defini¢do vs. escalonamento

n n! (definig8o) n~3 (escalonamento)

1 3 6.000000e+00 27
2 5 1.200000e+02 125
3 10 3.628800e+06 1000
4 20 2.432902e+18 8000

25.3.11 Expansao de Laplace por Cofatores

A defini¢do via permutacdes e a regra de Sarrus calculam o determinante para qualquer matriz
quadrada, mas tém limitagGes: Sarrus sé serve para n = 3, e enumerar n! permutagoes é inviavel para
n > 4. A expansao de Laplace é uma férmula recursiva que reduz o cdlculo de um determinante
de ordem n a n determinantes de ordem n — 1 — 1til tanto computacionalmente quanto como
ferramenta tedrica para derivar a regra de Cramer e a férmula da inversa.

25.3.11.1 Menor e Cofator

Dada uma matriz A de ordem n, o menor M,; é o determinante da matriz (n—1) x (n — 1) obtida
ao excluir a linha i e a coluna j de A:

M,; = det(submatriz de A removendo linha i e coluna j).

O cofator A;; ¢ o menor com sinal:

3

O sinal (—1)"7 alterna conforme um padrao de tabuleiro de xadrez:

Note que 4;; ¢ um niimero (o cofator), ndo uma submatriz.

25.3.11.2 Férmula da Expansao

O determinante pode ser expandido ao longo de qualquer linha : fixa:

n
Al =D a; Ay, i€{l,..,n}.
Jj=1

Equivalentemente, ao longo de qualquer coluna j fixa:
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‘A‘ = Zaij Az‘ja jE {17 ,TL}.
i=1

Pela P1 (|AT| = |4]), as duas expansdes coincidem.

25.3.11.3 Caso n = 2: Recuperando a Férmula Conhecida

Expandindo pela primeira linha:

|A] = ayy Ay +ajg Ajg = ayy Myy — a19 My = aqq agy — aj9ay;.

Aqui M, = ayy € M5 = ay; — determinantes de matrizes 1 x 1, que sao apenas seus Unicos
elementos.

25.3.11.4 Caso n = 3: Expansao pela Primeira Coluna

|A] = ayq Ayq + a9y Agy +azy Asg,

onde:
a a
_ 22 Qoz| _
Ay = = Qg2@33 — (32023,
a3z 0as33
a a
_ 12 Qi3] _
Ay = — a aoal = —(a12a33 - a32a13),
32 Q33
a a
_ 12 Q13| _
Az =+ = Q12093 — Q9Qq3.
Qoo Qo3

Substituindo e expandindo, recupera-se a mesma féormula obtida via permutacdes.

25.3.11.5 Estratégia: Linha ou Coluna com Mais Zeros

Cada zero na linha (ou coluna) escolhida anula o termo correspondente na expansdo. Na prética,
escolha sempre a linha ou coluna com o maior niimero de zeros — o calculo cai linearmente com
o namero de zeros.
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25.3.11.6 Exemplo: Mesmo Determinante, Por Laplace

Calculemos novamente |A| para

21 3
A=1(0 4 -1
5 2 1

expandindo pela primeira coluna (que tem um zero):

Al =2-A;; +0- Ay +5- Ay,

onde:

4 —1
A11:+‘2 1‘:4-1—2-(—1):6,

(O cofator A,, aparece multiplicado por 0, entdo nao precisa ser calculado.)

|A|=2-6+5-(—13) = 12 — 65 = —53.

Bate com o resultado obtido por Sarrus.

25.3.11.7 Determinante de Matriz Triangular

Uma matriz € triangular superior se a,;; = 0 para i > j (zeros abaixo da diagonal); analogamente
para triangular inferior. Para qualquer matriz triangular,

’ Al = ay; a99 - @

nn’

ou seja, o determinante é o produto dos elementos da diagonal principal.

Demonstragao por indugao via Laplace. Considere A triangular superior de ordem n. Expan-
dindo pela primeira coluna, todos os elementos abaixo de a;; sdo nulos, restando

|Al = aqy - My,

onde M, é o determinante da submatriz (n — 1) x (n — 1) obtida ao remover a primeira linha e a
primeira coluna — que continua triangular superior. Aplicando a mesma redugéo recursivamente,

_ (2) _ 3 _
|A] = ayy agy MY = ayq agga33 Myy = = ayq gy = Gy,

O caso triangular inferior segue por P1 (transposta).
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Por que isso importa. Esta é a justificativa rigorosa do método de escalonamento descrito na
segdo anterior: as operagdes P6 transformam A em triangular sem alterar |A|, eventuais trocas de
linhas (P2) apenas invertem o sinal acumulado, e a férmula acima fecha o calculo em O(n?).

25.3.11.8 Determinante de Vandermonde

Dados n nimeros z¢, xy, ..., %,,, a matriz de Vandermonde é

2 n—1

1 =z, =7 - 2
1 2y 3 - af!

— 2 T3 2

V(:El’ ,l’n> - : : :
2 n—1

1 =z, x; - zn

Seu determinante admite a férmula fechada

Vi, z)l = ] (z;—).

J
1<i<j<n

Esbogo da demonstragao (argumento polinomial). Encare |V| como polinémio nas varidveis
Ty, ..., Ty, Se x; = x; para algum par i # j, entdo duas linhas de V sdo iguais e |V| = 0 por P3.
Logo, (z; — z;) divide o polinémio |V| para cada par i < j. O produto HKj(xj — z;) tem grau
total (1) — exatamente o grau total de |V| visto como polinémio nas n varidveis — e o mesmo
coeficiente lider (verificado pela permutacdo identidade na defini¢do). Portanto, os dois polindémios

coincidem.

Corolario (nao-singularidade). |V| # 0 se, e somente se, os pontos z, ..., x,, sao dois a dois
distintos.

Aplicagdo: interpolacgdo polinomial. Encontrar um polinémio p(z) = ¢y + ¢;x + -+ +¢,, ;2"

que passe por n pontos (zy,¥,), ..., (Z,,y,) equivale a resolver o sistema linear V¢ = y. O corolério
acima garante que, com abscissas distintas, esse sistema tem solugao tinica — existe um tinico
polinémio de grau < n — 1 interpolando os dados. E a base tedrica de quadraturas, splines e do
encaixe de séries histéricas em modelos econométricos paramétricos.

25.3.11.9 Relacdo de Ortogonalidade

H&4 uma identidade adicional, fundamental para a regra de Cramer e para a férmula da matriz
inversa: se substituirmos os elementos da linha i pelos cofatores de uma linha diferente k # i, a
soma € zero:

=1

A intuicdo é direta: essa soma é o determinante de uma matriz em que a linha i foi substituida
pela linha & — uma matriz com duas linhas iguais, que tem determinante nulo (P3).

Combinando com a expansao de Laplace, podemos resumir as duas identidades em uma s6:
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- 1, k=i
Zakj A;j =|Aldy;, onde by; = 0’ k#?

J=1

Esta é a chave da derivacdo da regra de Cramer, na préxima sec¢ao.

25.3.12 Interpretacdo Geométrica (Adiantamento)

Embora o determinante seja definido algebricamente, ele tem um significado geométrico claro que
reaparecerd adiante: |A| é o fator pelo qual a transformacado linear z — Az multiplica
volumes em R", com sinal indicando se a orientagido é preservada (+) ou invertida (—). Em
particular:

e |A] =0 aimagem de A é um subespago de dimensao estritamente menor que n A é singular
(nao-invertivel);
e |A|#0 A éinvertivel o sistema Az = b tem solugdo tnica para todo b.

Esta caracterizacao é o elo entre determinantes e sistemas lineares, que tratamos a seguir.

25.4 Sistemas Lineares e Regra de Cramer

25.4.1 Motivacao

Modelos econdomicos frequentemente formulam-se como sistemas de equagdes simultianeas: a
determinacao de equilibrio em n mercados, a alocacdo setorial num modelo de Leontief, a esta-

tica comparativa em torno de um equilibrio diferencidvel. Quando essas equagoes séo lineares (ou
linearizadas), obtemos um sistema linear:

ay1 Ty + Q19 Ty + - + ag,, T, = by,

Qg1 Ty + A9 Ty + ++ + Ay, T, = by,

Ap1 Ty +an2 Lo + o +annxn - bn?

ou, compactamente:

n
E aljszbz, Z:].,...,n.

J=1
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25.4.2 Forma Matricial

Definindo

o sistema reescreve-se como uma Unica equagao matricial:

Ax =b.

A matriz A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor de incégnitas e b é o vetor dos termos
independentes.

25.4.3 Classificacao

A relagdo entre |A| e a estrutura da solugdo permite classificar todo sistema linear n X n em trés
categorias:

Caso Determinante Solugao
Possivel |A| # 0 Solugdo tnica
Determinado

(PD)

Possivel |A| = 0 e sistema compativel Infinitas solugoes
Indeterminado

(PT)

Impossivel |A| = 0 e sistema incompativel Sem solucao

25.4.3.1 Possivel Determinado

z+y =10,
2y = 6.
A matriz dos coeficientes é

1 1
(D). weeso

A segunda equacao dd y = 3, e a primeira dd x = 7 — solugao tnica em (z,y) = (7,3). Geometri-
camente, duas retas que se cruzam num tnico ponto.
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25.4.3.2 Possivel Indeterminado

r—Yy= 07
20 — 2y = 0.
A segunda equacgdo é o dobro da primeira: ambas equivalem a x = y. A matriz dos coeficientes:
1 -1
(1) e enno

Toda combinagéo (t,t), t € R, é solugdo — uma reta inteira de solugoes (as duas equagoes descrevem
a mesma reta).

25.4.3.3 Impossivel

r+y=1,
T+y=2.
A mesma combinagdo x 4+ y nao pode valer 1 e 2 simultaneamente. Geometricamente, sdo retas

paralelas que nunca se cruzam. A matriz A tem |A| = 0, mas o sistema ¢é inconsistente — nao hé
solucao.

25.4.4 Sistema Homogéneo

Um sistema Az = b é homogéneo quando b = 0:

Az = 0.

Sistemas homogéneos sempre admitem a solugao trivial z = 0. A questao é se admitem outras:

o |A| # 0: apenas a solugdo trivial x = 0;
o |A| =0: além da trivial, infinitas solu¢bes nao-triviais.

A interpretacao geométrica é direta: |A| = 0 significa que as colunas de A sdo linearmente dependen-
tes, e portanto ha combinagoes lineares nao-triviais delas que dao zero — exatamente as solugoes
nao-triviais de Az = 0.

Importiancia em Economia. Solugoes ndo-triviais de sistemas homogéneos aparecem
na busca por autovetores de uma matriz, Av = \v < (A — Al)v = 0, e no estudo de
espacos de solugoes de modelos com restrigdes redundantes.
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25.4.5 Regra de Cramer

Quando |A| # 0, hd uma férmula explicita para cada componente da solugao:

_ 1A

= k=1,...
':Ck |A|7 9 ,’I’l,

onde A, é a matriz obtida substituindo a k-ésima coluna de A pelo vetor b, mantendo as
demais colunas inalteradas.

25.4.5.1 Derivacao

Multiplique a i-ésima equacao por A, (cofator do elemento a,;,) e some sobre i:

n n n
E A E Qi L5 = E A by
i=1 j=1 i=1

Trocando a ordem das somas do lado esquerdo:

Z (Z @ij Aik) Tj= Z A by
=1

=1 \li=1

A relagdo de ortogonalidade dos cofatores diz que ) a;; A;, = [A] se j = k e 0 caso contrério.
Assim, do lado esquerdo s6 sobrevive o termo j = k:

Al z), = Z A by
i=1

A soma & direita é precisamente a expansao de Laplace de |A,| pela k-ésima coluna (que agora é b).
Portanto:

A
-
25.4.6 Exemplo Numérico
Resolvamos o sistema
T+2y+ z=38,

20— y+ z=3,
3r+ y— z=2.

Em forma matricial:
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Pela regra de Sarrus:

Al = M EEDEDH)M)B)HDE) M) =M (=D EB)=(1) (1) (1)=(2)(2)(=1) = 14+6+2+3—1+4 = 15.

Construimos A;, A,, A5 substituindo as colunas 1, 2 e 3 por b, respectivamente:

8 2 1 1 8 1 1 2 8
2 1 -1 3 2 —1 3 1 2
Calculando os determinantes:

Portanto:

|A;] 15 A5 30 |Ag| 45
A "1 YT A T T A T 15

Verificagao:
14+22)+3=8 v

2(1) —24+3=3 v
3(1)+2-3=2 v

Computacionalmente, em R:
[1]1 1 2 3

E em Python:

array([1., 2., 3.1)

Tanto solve() quanto np.linalg.solve resolvem o sistema diretamente via fatoracdo LU — bem
mais eficiente que aplicar a regra de Cramer manualmente. Cramer fica reservado para andlise
tedrica (sinais em estética comparativa) e para sistemas pequenos a mao.
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25.4.7 Quando Usar Cramer?

A regra de Cramer é teoricamente elegante e indispensédvel para andlise de sinais em estatica compa-
rativa (onde tipicamente queremos saber o sinal das varia¢oes sem necessariamente computé-las).
Computacionalmente, porém, ela tem custo O(n!) ou O(n - n3) = O(n?) pela expansio de La-
place, ambos piores que o O(n?) da eliminacio de Gauss. Para n grande, prefira solve() no R ou
numpy.linalg.solve no Python — ambos usam fatoracdo LU sob o capo.

25.4.8 Aplicacao Econémica: Modelo de Insumo-Produto de Leontief

O modelo de Leontief descreve uma economia em que cada setor consome insumos dos demais
para produzir. Considere uma economia simplificada com 3 setores — agricultura (A), indastria
(I) e servigos (S) — e seja t;; a quantidade do produto do setor i necessiria para produzir uma
unidade monetéaria do setor j. A matriz de coeficientes técnicos é:

0,10 0,20 0,10
T=1030 020 0,20
0,10 0,30 0,20

Lendo a coluna 2: para produzir R$ 1{,}00 de induastria, sdo necessérios R$ 0{,}20 de agricultura,
R$ 0{,}20 de industria (insumos intermedidrios do préprio setor) e R$ 0{,}30 de servigos.

Dado um vetor de demanda final d = (d4,d;,ds)" (consumo das familias, governo, exportagdes
liquidas), a produgao total z = (z4,z,,75)" deve atender simultaneamente & demanda final e aos
requisitos de insumos intermedidrios T'x:

r=Tr+d <+ ’(I—T)x:d.‘

A matriz I — T é a matriz de Leontief. Para que o sistema tenha solucdo tnica e econdmica
(x > 0 para todo d > 0), exige-se |I —T'| # 0 (condi¢do de Hawkins-Simon, em geral satisfeita em
economias bem comportadas).

Suponha demanda final d = (100,80,90)" (em milhdes de reais). Calculemos a producio total em
R:

[1] 0.453

A I S
185.4305 224.5033 219.8675

E em Python:
det(L) = 0.453

x = [185.43 224.5 219.87]
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A producao total excede a demanda final em cada setor — o excesso é o que circula como insumos
intermediarios entre os setores. A matriz (I —7)~!, conhecida como matriz inversa de Leontief,
fornece os multiplicadores setoriais: a entrada (i, j) indica a produgao total de i requerida para
entregar uma unidade adicional de demanda final em j (efeitos diretos + indiretos via insumos
intermediérios).

A I S
A 1.2803532 0.4194260 0.2649007
I 0.5739514 1.5673289 0.4635762
S 0.3752759 0.6401766 1.4569536

25.4.9 Aplicacao Econémica: Equilibrio IS-LM e Estatica Comparativa

Considere o modelo IS-LM em forma reduzida, com produto Y e taxa de juros r como endbgenos.
As equagoes de equilibrio sao:

*

(IS) (Q—¢)Y +br=2A4A,,
(LM) —m Y +myr=—

P Y
onde c; é a propensao marginal a consumir, b > 0 a sensibilidade do investimento a taxa de juros,

my,my > 0 a sensibilidade da demanda por moeda a renda e a taxa de juros, Ay = co—c; Ty + 1+ G
o gasto autéonomo, M™* a oferta nominal de moeda e P o nivel de precos.

() ()= ().

——
A

Em forma matricial:

O determinante é

|A| — (1_Cl>m2+bm1 >O,

estritamente positivo sob hipdteses econémicas usuais — portanto o equilibrio é tinico. Pela regra
de Cramer:

Y*_m2A0+b(M*/P> T*_mle_(l_Cﬂ(M*/P)
B Al ’ B | Al '

25.4.9.1 Multiplicadores: o Poder da Estatica Comparativa

A grande vantagem de Cramer aqui é que diferenciar parcialmente em relagio aos parametros
da os multiplicadores macroecondémicos diretamente:
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Multiplicador Expressao Sinal

Fiscal: 0Y*/0G my/|A| >0
Monetério: 9Y*/0(M*/P) b/|A] >0
Crowding-out: 9r*/0G my /| A >0
Juros via moeda: 9r*/0(M*/P) —(1—¢)/|4] <0

Os sinais reproduzem exatamente os resultados qualitativos do livro-texto: expansao fiscal eleva
Y e r (com crowding-out parcial); expansdo monetaria eleva Y e reduz r. O ponto importante é
que esses sinais nao exigem valores numéricos — saem diretamente da algebra dos sinais dos
cofatores.

25.4.9.2 Calibracdo e Equilibrio Numérico
Calibrando com valores tipicos de livro-texto (¢; = 0,6, b = 200, m; = 0,25, m, = 100, A, = 1200,
M*/P = 600):

Y* T*
2666 .6666667 0.6666667

Y/ G Y/ (M/P) r/ G r/ (M/P)
1.111111111 2.222222222 0.002777778 -0.004444444

E em Python:

Y* = 2666.67, r* = 0.6667

[Al = 90.00

Multiplicador fiscal: Y/ G = 1.1111
Multiplicador monetario: Y/ (M/P) = 2.2222
Crowding-out: r/ G = 0.0028
Juros via moeda: r/ (M/P) = -0.0044

Esta é a esséncia da estatica comparativa em macroeconomia: a regra de Cramer fornece tanto
os sinais qualitativos (vdlidos sob hipdteses gerais) quanto as magnitudes numéricas (uma vez cali-
brados os pardmetros).

218



25.5 Operacoes com Matrizes

Antes de avangar para inversdo e autovalores, é 1til consolidar as operagdes fundamentais sobre
matrizes — soma, produto e transposta — e algumas de suas propriedades algébricas.

25.5.1 Tipos de Matriz

Antes de operar com matrizes, vale catalogar as principais classes que aparecem na pratica. Uma
matriz 4,,,,, ¢é caracterizada pela relagdo entre suas dimensoes e pelo padrao de seus elementos:

Nome Definicao Exemplo
ay
Vetor coluna A,,«1 — uma unica coluna :
am
Vetor linha A, — uma unica linha (a; - a,)
1 2
Quadrada m=mn <3 4>
a;; O 0
Diagonal quadrada com a;; = 0 se i # j 0 ayy O
0 0 as
1 2 3
Triangular quadrada com a;; =0 se i > j 0 4 5
superior 0 0 6
1 5 =2
Simétrica quadrada com a;; = aj;, isto é, AT = A 5 3 4
-2 4 7
1 00
Identidade I, diagonal com a;; =1 I,=10 1 0
0 01
L 0 0
Nula 0 todos os elementos iguais a zero ( 0 0)

A simetria, em particular, é central em Economia: matrizes Hessianas de fungdes suaves sdo simé-
tricas pelo teorema de Young, matrizes de varidncia-covaridncia sado simétricas por construgao, e a
positividade-definicdo de matrizes simétricas governa as condi¢oes de segunda ordem em otimiza-
¢a0. As matrizes diagonais comutam com qualquer outra matriz da mesma ordem e simplificam
radicalmente o célculo de poténcias, exponenciais e inversas — por isso, diagonalizar uma matriz
(via autovalores) é uma das ferramentas mais poderosas da élgebra linear aplicada.

25.5.2 Soma e Multiplicacdo por Escalar

Para matrizes A, B de mesma ordem m X n e escalar A € R:

17"
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A soma é comutativa e associativa; a multiplicacdo por escalar distribui sobre a soma. O conjunto
das matrizes m X n com essas operacoes forma um espago vetorial de dimensao mn.

25.5.3 Produto de Matrizes

Para A,, ., e B,.,, (compativeis: o niimero de colunas de A deve igualar o de linhas de B), o produto
C = AB é uma matriz m X n com:

T

Cij = E Q. byje

k=1

O elemento c;; é o produto interno da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B.

Atencao. O produto de matrizes ndo é comutativo: em geral AB #+ BA, e pode até
ocorrer que AB exista mas BA nao (se as dimensoes forem incompativeis).

25.5.3.1 Exemplo Numérico

Sejam

20

A=11 1 , B = <; 2) .
3 2 2x2
3x2

As dimensoes sdo compativeis (A tem 2 colunas, B tem 2 linhas), e o produto C = AB é 3 x 2.
Calculando entrada a entrada,

Cpy=1-T+1-8=15, ¢py=1-5+1-6=11,

Logo,
14 10
AB= |15 11
37 27

Note que BA néo existe — B é2x2e A é3x 2, eontmero de colunas de B (= 2) coincide com
o nimero de linhas de A (= 3) s6 se 2 = 3, 0 que nao ¢é o caso. Este é um exemplo extremo da
nao-comutatividade: aqui a inversao sequer faz sentido dimensional.
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25.5.4 Transposta

A transposta A" (ou A’) troca linhas por colunas: se A é m x n, entdo AT én xm com (A7), =
ij

aj;-
Propriedades:

(AT =4 involugao

(A+B)" =A" + B" linearidade

(AA)T = AAT linearidade

(AB)" = BTAT inversao da ordem no produto

A 1ltima propriedade — inversao da ordem no produto sob transposicao — é menos 6bvia
e merece demonstracao.

25.5.4.1 Demonstracdo de (AB)" = BTAT

Sejam A,,.,. e B C = AB. Por definicao do produto:

XN

T
Cij = E Qi bkj‘
k=1

Logo, o elemento (i, j) de C'T é:

(CT)ij =Cj = Z Ak byi-
k=1

Por outro lado, seja D = B" AT, com B' de ordem n x r ¢ AT de ordem r x m. Pelo produto:

dij = (BT)zk (AT>kj = Z bkz Qg = Z g bkz
k=1 k=1 k=1

Os dois resultados coincidem termo a termo, portanto CT = D, ou seja, (AB) = BTAT. &

25.5.5 Matriz Identidade

A matriz identidade I,, de ordem n é a matriz quadrada com 1 na diagonal principal e 0 nas
demais posicoes:

10 0
I, = O% 0
0 0 1

Para qualquer matriz A4,,, ,: I,,A = AI, = A. A identidade desempenha o papel de “1” no

m n
produto matricial.
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25.5.6 Traco

Para uma matriz quadrada A de ordem n, o trago é a soma dos elementos da diagonal principal:

n

tr(A) = Zaiz‘ = Q11 T At F Ay
=1

Propriedades. Para A, B quadradas de mesma ordem e A € R:

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) linearidade

tr(AA) = X tr(A) linearidade

tr(AT) = tr(A) invariancia sob transposicao

tr(AB) = tr(BA) invariancia ciclica (mesmo se AB #+ BA)

A dltima propriedade — invaridncia ciclica — é menos ébvia. Se A é n x m e B é m X n, ambos
os produtos AB e BA sao quadrados (de ordens n e m respectivamente), e

tr(AB) = ;(AB)M = 22 by = ; 2 byi @i, = ;(B‘LDM = tr(BA).

Xa A% . iantando o que se vera na secdo de autovalores: o traco é a
Conexao com autovalores. Adiantand d toval t

soma dos autovalores de A (contados com multiplicidade), assim como o determinante é o seu
produto. Por isso traco e determinante aparecem juntos na analise de estabilidade de sistemas
dindmicos lineares — eles sdo as duas “estatisticas” que resumem o espectro de A no caso 2 x 2.

25.6 A Matriz Inversa
25.6.1 Definicao

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel (ou nao-singular) quando existe uma matriz
A~ de mesma ordem tal que:

ATA=AA1=1,.

n

A matriz A~!, quando existe, é tinica e chama-se inversa de A.
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25.6.2 Critério de Existéncia

A condic¢do necessaria e suficiente para que A seja invertivel é:

Equivalentemente: A é invertivel as colunas (ou linhas) de A sdo linearmente independentes o
sistema Ax = b tem solugdo tnica para todo b.

25.6.3 Formula via Matriz Adjunta

Quando |A| # 0, a inversa é dada explicitamente pela férmula:

Lo
Ail = W a‘d.](A))

onde a matriz adjunta adj(A) é a transposta da matriz dos cofatores:

adj(A) = [cof(A)],  [eof(A)]. = A, = (1) M.

ij tj

Em outras palavras, se a matriz dos cofatores é (A , entao:

ij)nxn

All A21 - A

nl
adj (A) — A:12 A22 An2
Aln A2n Ann

(Note a transposicao: cofator A;; aparece na linha j, coluna i da adjunta.)

25.6.4 Demonstracdao da Férmula

1
Mostremos que A adj(A) - A=1,. O elemento (i,k) do produto adj(A) - A é:

[adj(A) 'A]ik = ZAjz‘ -
j=1
Pela relagao de ortogonalidade dos cofatores (vista anteriormente):
n
ZAji Qs = |A| 0,
j=1
onde §;, = 1 se i = k e 0 caso contrario. Multiplicando por 1/|A|, recuperamos a identidade I,,.

A demonstragao de A -adj(A)/|A| = I,, é andloga, usando a expansao de Laplace pela coluna.
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25.6.5 Exemplo Numérico

Calculemos a inversa da matriz de Vandermonde

1
A=11
1

Determinante (expansao pela 12 linha):

SN R
O W
\—/

Al =1-(2-9-4-3)—1-(1-9—1-3)+1-(1-4—1-2)=6—-6+2=2.

Cofatores:
All — +<18 — ].2) = 6, A12 == _(9 — 3) = _6, A13 — +<4 — 2) = 27

Ay =+(83-2)=1, Ap=—0B-1)=-2 Ap=+2-1)=1

Adjunta (transposta da matriz dos cofatores):

6 —5 1
adj(A)=|—-6 8 —2|.
2 -3 1

1 6 —5 1 3 —25 05
A*lz5 -6 8 —2|=|-3 4 -—-1].
2 -3 1 1 —1,5 05

Verificando computacionalmente, em R:

Inversa:

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 3 -2.5 0.5
[2,] -3 4.0 -1.0
[3,] 1-1.5 0.5

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
[2,] -4.440892e-16 1.000000e+00 -1.110223e-16
[3,] 4.440892e-16 -4.440892e-16 1.000000e+00
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E em Python:

A~(-1) =

[[ 3. -2.5 0.5]
[-3. 4. -1.]
[ 1. -1.5 0.5]]
A - A(-1) =

[C1. 0. 0.]

[o0. 1. -0.]

[Lo. 0. 1.1

25.6.6 Propriedades da Inversa

Quando A e B sao invertiveis (de mesma ordem), a inversa interage de forma previsivel com as
demais operacoes matriciais. As identidades a seguir sdo usadas o tempo todo em manipulacoes
algébricas — por exemplo, na derivacao dos estimadores de minimos quadrados em econometria, ou
ao isolar uma varidvel endégena em forma reduzida.

(A H =4 involugao

(AB)"t=B71A! inversao da ordem no produto

(AN t=AHT comuta com a transposicao

(AM)~t = (A7) comuta com poténcias inteiras
1

A\A)~ L= X AL N#0 inverso do escalar

|AB| = |A] |B| determinante do produto

A7 = A corolario do anterior

25.6.6.1 Demonstracdo de (AB) ! =B 1tA™!

Por definigao, (AB)™! é a tinica matriz X tal que (AB) X = I. Verifica-se diretamente que X =
B71A~! satisfaz a identidade:

(AB)(B'A™\) )= A(BBY)A 1= ATA' = AA ! =1,

usando associatividade do produto. Pela unicidade da inversa, (AB)™! = B~'A~1. &

A inversdo da ordem é analoga ao que ocorre com a transposta: ambas sdo operagoes que “invertem
o sentido” do produto. A intuicdo operacional: se AB representa “primeiro B, depois A”, entao
desfazer essa composicio exige primeiro desfazer A (aplicar A1) e depois desfazer B (aplicar
B1.
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25.6.6.2 Demonstracdo de (A7) = (A™1)7
Tomando a transposta da identidade AA™! = I e usando (XY)' =Y X":

(AA )T = (A )T AT =1 =1.

Portanto, (A™1)T é a inversa de AT, isto é, (AT) 1 =(A"1)". A

25.6.6.3 Determinante do Produto e Sua Consequéncia

A propriedade |AB| = |A] |B| — que aceitamos aqui sem demonstragao formal (resulta da multiline-
aridade e das propriedades dos determinantes vistas anteriormente) — tem um coroldrio imediato.
De AA~! =T segue

1
AlAT = T1=1 = |47 =10
A

Em particular, A é invertivel se, e somente se, |A| # 0 — confirmando o critério visto anteriormente.

E o determinante da inversa é o inverso multiplicativo do determinante de A: pequena coeréncia
algébrica que aparece em muitos calculos de estatica comparativa.

25.6.7 Aplicacao: Solucdo de Sistemas via Inversa

Se |A| # 0, o sistema Az = b pode ser resolvido multiplicando ambos os lados por A~ !:

A1TAz =41y = |z=A"1b.

Esta é a solugao fechada do sistema. Embora teoricamente elegante, na pratica é mais eficiente
usar solve(A, b) (R) ounp.linalg.solve(A, b) (Python) — ambos resolvem o sistema direta-
mente via fatoracdo LU, sem calcular A~! explicitamente. Calcular A~! e depois multiplicar por b
envolve mais operagoes e mais erro numérico.

25.6.8 Aplicacdao Economica: Inversa de Leontief Revisitada

A matriz (I — T)~! do modelo de Leontief, vista anteriormente, agora ganha interpretacio algé-
brica completa: cada entrada [(I — T)_l]ij pode ser computada via cofatores e adjunta, e mede o
multiplicador setorial total — quanto da producdo do setor ¢ é necessiria para entregar uma
unidade adicional de demanda final do setor j, contabilizando todos os efeitos diretos e indiretos
via insumos intermedidrios.

Em modelos com muitos setores (n grande), o calculo via adjunta é invidvel (complexidade O(n*) ou
pior); usa-se algoritmos numéricos (solve(I - T) em R), porém a interpretagdo econdmica dos
elementos como cofatores normalizados permanece valida e é o que dé significado aos niimeros.
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25.7 Formas Lineares e Quadraticas

Boa parte da Economia trata de fungoes escalares de vetores: utilidades, lucros, custos, log-
verossimilhancas. Quando a funcdo é polinomial de grau baixo em x € R", ela admite uma
representacao matricial compacta — e suas derivadas se escrevem em forma fechada em termos da
algebra matricial. Esta segdo fixa essa correspondéncia para os dois casos centrais: grau 1 (forma
linear) e grau 2 (forma quadratica).

25.7.1 Forma Linear

Dado um vetor coluna a € R", a forma linear associada é a funcdo L : R”™ — R definida por

L(x) =a'x = ayz; + agxy + - + a,,,.

E o produto interno entre a e x — o caso vetorial mais simples, linear em cada coordenada.

Gradiente. Como 0L/0x; = a;, o gradiente é simplesmente

VL(z)= T

a.

O gradiente da forma linear é constante (ndo depende de x) e igual ao préprio vetor de coeficientes.
E o andlogo multivariado de (ax)” = a.

25.7.2 Forma Quadratica

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, a forma quadratica associada é

n n

Qz)=a"Ax = Z i ;T
1

i=1 j=

No caso n = 2, expandindo:

ay; @ x
Q(ry,19) = ($1 552) (ai a;z> (é) = ay,23 + (a1 + g1 )T Ty + A90T3.

Observacao importante. O termo cruzado depende apenas da soma a;5 + a9y, nao de cada
elemento separadamente. Isso significa que toda forma quadréatica pode ser representada por
uma matriz simétrica: dada qualquer A, a forma Q(z) = 2" Az é idéntica & forma Q(z) = z" Az
com A = %(A + AT) — esta sim simétrica. Por convencdo, sempre tomamos A simétrica ao
representar uma forma quadratica.
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25.7.3 Gradiente da Forma Quadratica

Calculemos 9Q)/dx),. Diferenciando Q(z) =, ;@i T;x; em relagdo a xy,

8@ n n n
o, Dot anw; =) (ay +ay) ;.
=1 i=1

Jj=1

(O primeiro somatério vem dos termos em que ¢ = k; o segundo, dos termos em que j = k.) Em
forma matricial,

VQ(z) = % =(A+A")x.

Caso simétrico. Quando A = A" (situacio padrao), A+ A" = 24 e o gradiente simplifica para

(VQ(x) =24z |

E o andlogo multivariado de (az?)" = 2az. Esta férmula reaparecera, por exemplo: (i) na CPO da
regressao linear (0/08[(y— XB8) (y— XB)] = —2X"(y—XB)=0= = (X"X)1XTy); (ii) na
expansao de Taylor de 22 ordem f(z* + Az) ~ f(z*) + Vf Az + %A:L‘THA:L', onde a matriz
Hessiana H é simétrica pelo teorema de Young.

25.7.4 Sinal da Forma Quadratica

Quando A é simétrica, a funcio Q(z) = x" Az tem um sinal caracteristico, classificado conforme
se comporta para todo z € R", x # 0:

Forma quadréatica Definicao Tipo de A

x" Az > 0 para todo = # 0 definida positiva A0

x' Ax < 0 para todo x # 0 definida negativa A=<0

xz" Az > 0 para todo z semidefinida positiva A >0

x' Az < 0 para todo x semidefinida A=<0
negativa

Assume valores positivos e negativos indefinida —

Critérios praticos. Ha dois testes equivalentes para classificar A simétrica:

1. Via menores principais lideres D, = det(A,, ;.;) — os determinantes das submatrizes
superiores esquerdas:

e« A>0 D,,D,,..,D, >0 (todos positivos);
e« A<0 D, <0,Dy>0, Dy <0, ... (sinais alternados comecando em negativo).

2. Via autovalores de A (todos reais por simetria):

e A>0 todos os autovalores > 0;
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e A=<0 todos os autovalores < 0;
e A indefinida existem autovalores de sinais opostos.

Onde isso aparece. A classificacdo do sinal de 2" Az ¢é a ferramenta central das condicdes de
segunda ordem em otimizacdo: um ponto critico z* de f ¢ minimo local se H;(x*) > 0, méximo
local se H¢(x*) < 0, e ponto de sela se H(x*) for indefinida. O capitulo de otimizagdo (sem e com
restri¢do) retoma essa classificagao sistematicamente.

25.8 Autovalores e Autovetores
25.8.1 Motivacao

J& vimos que os autovalores de uma matriz A governam a estabilidade de sistemas dindmicos
lineares: o sistema Z = Az é assintoticamente estdavel quando todos os autovalores de A tém parte
real negativa. Mas autovalores aparecem em muitos outros contextos econémicos:

e Matrizes de covariancia: em financas, decompor ¥ via autovalores produz os fatores prin-
cipais de risco (PCA);

e Cadeias de Markov: o autovalor A = 1 de uma matriz estocastica corresponde a distribuicao
estacionaria;

o Modelos VAR: as raizes do polindémio caracteristico (autovalores da matriz de coeficientes)
determinam a persisténcia e estabilidade do processo;

e« Forma quadratica e Hessiana: o sinal dos autovalores da Hessiana caracteriza maximos,
minimos e selas em otimizacdo — topico do proximo capitulo.

25.8.2 Definicao

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, um nimero A € R (ou C) é autovalor de A se existe
um vetor nao-nulo z € R™ tal que:

O vetor x # 0 é o autovetor associado a A\. Geometricamente, A atua sobre x apenas escalando-o
pelo fator A, sem mudar sua diregao.

25.8.3 Equacao Caracteristica

Reescrevendo Az = Az como (A—AI) x = 0, vemos que \ é autovalor se e s6 se o sistema homogéneo
(A — AI)x = 0 admite solugao nao-trivial, o que requer:

|det(A —\T) =0.]
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Esta é a equagao caracteristica de A. O determinante det(A — AI) = p4(\) é um polinémio de
grau n em A, chamado polinémio caracteristico de A. Pelo teorema fundamental da algebra, p 4
tem exatamente n raizes (contando multiplicidades) — possivelmente complexas conjugadas.

25.8.4 Caso 2 x 2

Para A = (an alz):

Qg1 Q22
A—)\I—(an_)\ aio )7
ag Q9o — A

Os autovalores satisfazem (relagoes de Vieta):
AL+ Ay =tr(A), AL Ay = A

25.8.4.1 Discriminante: Tipos de Raizes
Resolvendo A\? — tr(A4) X + |A| = 0 pela férmula de Bhaskara,

tr(4) £ VA

M= 5=,  A=tr(4)? 44|

O sinal do discriminante A separa trés regimes qualitativamente distintos.

1. A > 0 — duas raizes reais distintas.

Ay €R, Ay # Ay

A matriz é diagonalizével sobre R, e os autovetores associados formam uma base de R?. Em sistemas
dindmicos lineares no plano, esse caso dd origem a nés (estével se ambos A; < 0, instavel se ambos
> () ou a pontos de sela (sinais opostos).

2. A =0 — raiz real repetida.

H& um tnico autovalor com multiplicidade algébrica 2; pode haver um ou dois autovetores linear-
mente independentes (multiplicidade geométrica 1 ou 2, conforme a estrutura de A). Em sistemas
dindmicos, configura um né degenerado — caso de fronteira entre né e foco.

3. A <0 — par complexo conjugado.
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tr(A) £i/|A .
o TV
com parte real a = tr(A)/2 e parte imaginaria § = /|A|/2. Em sistemas dinamicos, esse caso
produz focos (estavel se o < 0, instével se @ > 0) ou centros (se a = 0, isto é, tr(A) = 0). As
trajetérias sdo espirais ou 6rbitas fechadas, sempre com componente oscilatoria de frequéncia
angular (.

Sintese.
Sinal de A Raizes Tipo no plano de fases
A>0 duas reais distintas né (préprio) ou sela
A=0 uma real repetida né degenerado
A <O par complexo conjugado foco (espiral) ou centro

Essa trichotomia complementa a classificacdo por trago e determinante: enquanto tr(A) e |A| deter-
minam a estabilidade (convergéncia ou divergéncia), o sinal de A determina o carater (monotd-
nico ou oscilatério) da aproximagao ao equilibrio. Ambos serao revisitados na segao sobre sistemas
de EDO.

25.8.5 Exemplo Resolvido

Calculemos os autovalores e autovetores de

Polinémio caracteristico:

pa(X) = det (3? _10_A) — (3= A\)(=1—=A)—0=0.

Autovalores:

(Confere com A2 —2A —3=0, A=4+12=16, A = (2+4)/2.)

Autovetor para \; = 3: resolvemos (A —3I)x = 0:

0 0 1\ _ (0O B _ _

, 1
Tomando z; = 1: o autovetor é |v; = ( ) (a menos de escalar).

2
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Autovetor para A\, = —1: resolvemos (A+ )z = 0:

4 0 z;\ (0 B B |
(8 0) (962) a (0) = An =0 = ;=0 2, livre.

. 0
Tomando z, = 1: o autovetor é | v, = ( ) .

1

Verificando computacionalmente em R:
[1] 3 -1
[,11 [,2]

[1,] 0.4472136 0
[2,] 0.8944272 1

E em Python:
Autovalores: [-1. 3.]
Autovetores (colunas):

Cfo. 0.4472136 1]
(1. 0.89442719]11]

Nota. Asfungoes eigen() enp.linalg.eig retornam autovetores normalizados (com
norma 1), enquanto na demonstracio a mao tomamos v; = (1,2)" e vy, = (0,1)7. As
diregdes coincidem: por exemplo, eigen() retorna v, o< (0,447,0,894)" e 0,447 - NG
0,894 - /5 ~ 2.

25.8.6 Aplicacdo Econoémica: Estabilidade da EDO de 22 Ordem

A matriz companheira da EDO % + a & 4+ bx = 0, vista anteriormente, é

—a —b
A p—
(W)
com polinémio caracteristico

paN) =A24aX+b=0.

Esta é exatamente a equacio caracteristica da EDO escalar — confirmando que autovalores da
matriz companheira = raizes da equagao caracteristica da EDO. O critério tr(A) < 0 e
|A| > 0 usado anteriormente é, em esséncia, o teste de Routh-Hurwitz para garantir parte real
negativa em ambos os autovalores.
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25.9 Aplicacdo: Sistemas de EDO Lineares e Estabilidade

25.9.1 Motivacao

Modelos macroecondémicos dindmicos com mais de uma variavel de estado dao origem a sistemas de
equagoes diferenciais: o IS-LM em forma dindmica acopla produto e taxa de juros; o crescimento
de Solow-Swan com capital humano envolve duas varidveis dindmicas; o overshooting cambial (Dorn-

busch) acopla pregos e taxa de cambio. Em todos esses casos, a estabilidade do equilibrio depende
de propriedades algébricas — tracgo e determinante — da matriz que descreve a dindmica.

25.9.2 Sistema Linear de EDO de 12 Ordem com Duas Variaveis

Considere o sistema

Yy=ay1y+a,x+c,
.’t:a21y+a22x+02,

onde & = dzx/dt e y = dy/dt. Em forma matricial:

(-0 )
z z Ca ag1 G2z
Toda a analise de estabilidade — como veremos — gira em torno de duas quantidades associadas a

A:

tr(A) = ayq + agy, |A] = ayy agy — ajpag;.

25.9.3 Da EDO de 22 Ordem ao Sistema de 12 Ordem

Toda EDO escalar de 22 ordem com coeficientes constantes pode ser reescrita como um sistema de
duas EDOs de 12 ordem. Considere:

T+axr+bx=c.

Defina y = . Entao ¢y = &, e a equagdo acima reescreve-se como:

y+ay+br=c < gy=-—-ay—bx+ec.

A definicdo & = y completa o sistema:
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A matriz dos coeficientes é a matriz companheira:

—a —b
A_(l O)’ |A| = b, tr(A) = —a.

Os coeficientes da EDO original aparecem diretamente como trago e determinante do sistema — o
que motiva a proxima secao.

25.9.4 Estabilidade via Determinante e Traco

Para a EDO escalar & + at + bx = ¢, a se¢do sobre EDO de 2# ordem mostra que o equilibrio é
assintoticamente estavel quando as raizes da equacao caracteristica

—a+Va?—4b

AN 4+al+b=0, Ay = 5

tém ambas parte real negativa — condicdo que se verifica para a > 0 e b > 0.

Para o sistema correspondente Z = Az + ¢, a equagao caracteristica de A é

A2 —tr(A) X+ |A] =0,

e suas raizes (autovalores de A) satisfazem as relagdes de Vieta:

)\1+/\2:t1"(A), )\1‘)\2: ‘A|

Substituindo tr(A) = —a e |A| = b, obtemos A? +aA+b = 0 — exatamente a equagao caracteristica
da EDO escalar. A andlise via trago e determinante é, portanto, idéntica.

A condicao de estabilidade torna-se:

[tr(4) <0 e |4]>0]

25.9.4.1 Tipologia dos Equilibrios

Caso Tipo de Equilibrio Comportamento

tr(A) <0e  Estdvel (né ou foco) Trajetérias convergem

|A] >0

tr(A) >0e  Instavel (n6 ou foco) Trajetérias divergem

Al >0

Al <0 Ponto de sela Variedade estavel + variedade
instavel

Al =0 Degenerado Equilibrio nao isolado
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Pontos de sela sdo especialmente importantes em macroeconomia: modelos de expectativas racionais
(Dornbusch, Cagan, modelos de bolhas) tipicamente tém equilibrios do tipo sela, e a unicidade da
solucdo exige que a economia se localize sobre a variedade estavel (saddle path).

25.9.5 Diagrama de Fase

Para um sistema 2 x 2, a andlise grafica no plano (z,y) — chamado plano de fases — fornece
intuicdo imediata sobre a dindmica.

25.9.5.1 Construcdo das Iséclinas

As iséclinas sdo as curvas onde uma das derivadas é nula:

o Iséclina gy =0: a;; y+ ajp,z + c; =0, ou seja:

a (&
I

a1 ay

e Iséclina & = 0: agy Yy + a9y + co = 0, ou seja:
a c
22, 2
(o1 21

O equilibrio (z,y) é a intersecdo das duas is6clinas — onde & = ¢ = 0 simultaneamente.

25.9.5.2 Direcao das Trajetoérias

A dire¢do do movimento em cada regido é determinada pelo sinal de & e g. Para entender essa
direcao, considere o efeito de um deslocamento Ax a partir do equilibrio (z,y):

y:allﬂ—i-am(ff'-l-Aw)-‘rCl:CL12A{£,

(os outros termos somam zero pelo equilibrio). Logo, o sinal de § depende do sinal de a5 - Az.
Analogamente para & em relacido a Ay:

25.9.5.3 Estabilidade
Quando tr(A) < 0 e |A]| > 0, as setas em todas as quatro regides delimitadas pelas iséclinas apontam

para o equilibrio — toda trajetéria converge a (z,y). Quando |A| < 0 (ponto de sela), ha duas
regioes com setas que afastam do equilibrio.
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Equilibrio estavel: tr(A) =-2<0, |A| =1.25>0

AraYAlddiany
J S L e e
S S e e

Figura 61: Diagrama de fase de um sistema linear estavel: §y = —y + 0.5z + 1, £ = —0.5y — 2 + 0.5.
Iséclinas em vermelho/azul, equilibrio em (z,y) = (0,1) marcado em preto, trajetérias
em cinza.
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25.9.5.4 llustracdo: Diagrama de Fase de um Equilibrio Estavel

-1 0.5
—0.5 -1
as condicoes de estabilidade sao satisfeitas — e o diagrama mostra todas as trajetérias convergindo
ao equilibrio.

Para o sistema do exemplo, A = ( >, com tr(A) = —2 e |A] =1+ 0.25 = 1.25. Ambas

A versdao Python do mesmo diagrama, usando matplotlib.streamplot (que integra automatica-
mente o campo vetorial e desenha as trajetérias):

<matplotlib.streamplot.StreamplotSet object at 0x13fdc2270>

(-2.0, 2.0)
(-1.0, 3.0)
2o Equilibrio estavel: tr(A) = -2, |A] = 1.25
2.5 1 / _
= —
2.0 A \\ \ / ]
/
\ =
1.5 A
\\ ~— |
> 1.0 - X
0.5 §
0.0 - /
-0.5 — — y=0
— x=0
-1.0 | L \
220 -15 -10 -05 1.5 2.0

Figura 62: Mesmo diagrama de fase em Python — matplotlib.streamplot traga trajetérias suaves
do campo (&,7).
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25.9.6 Aplicacdao Econdmica: Versao Dinamica do IS-LM
A versdo estética do IS-LM, vista anteriormente, fornece o equilibrio momentaneo de (Y,r).
Em horizontes curtos, contudo, o produto e a taxa de juros nao se ajustam instantaneamente —

hé defasagem. Modelos dindmicos capturam essa transicdo supondo que cada variavel se ajusta
proporcionalmente ao seu desequilibrio:

Y=af[(cg—aTy+ I +G)—(1—¢c)Y —br],
= Blmy Y —myr— M/P),

onde a, 8 > 0 sao velocidades de ajuste. Em forma matricial:

()= (™ ) ()= (ite)

Adin

Pelas regras de estabilidade (tr(Ag,) < 0 e |Ag,| > 0):

o Tracgo: tr(Ay,) = —a(l —¢;) — fm, < 0 — sempre negativo (ambos os termos tém sinal
correto);

« Determinante: |Ay,| = af[(1—¢;)my+bm,] > 0 — sempre positivo, por ser o produto de
af > 0 pelo determinante da matriz IS-LM estatica.

Conclusdo: o equilibrio IS-LM é dinamicamente estavel sob qualquer combinacdo de velo-
cidades de ajuste o, 8 > 0. Apd6s um choque (fiscal ou monetério), a economia converge ao novo
equilibrio sem ciclos explosivos.

Este resultado — estabilidade incondicional do IS-LM — é elementar porém poderoso: ele justi-
fica analiticamente o uso da estatica comparativa como aproximacao valida do longo prazo, sem
necessidade de modelar explicitamente a transicao.
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26 Otimizacao sem Restricao

26.1 Motivacdao Econdmica

Otimizagdo é o motor analitico da Economia. Praticamente todo modelo econdémico repousa sobre
algum agente otimizando algo, sujeito ou nao a restrigoes:

o Firma competitiva: maximiza lucro 7(q) = pq — C(q) escolhendo a quantidade étima ¢*;

o Monopolista: maximiza 7(q) = p(¢q) ¢—C(q) levando em conta que sua escolha afeta o prego
de mercado;

o Consumidor: maximiza utilidade U(zq, ...,z
com restrigoes vird em capitulo seguinte;

e Banco central: minimiza L(r,y) = (7 — 7*)? + A (y — y*)? — fungdo-perda quadritica em
torno de metas de inflacdo e produto;

e Investidor: seleciona carteira que maximiza retorno esperado dado um nivel de risco —
problema de média-varidncia de Markowitz.

,,) — neste capitulo sem restri¢ao or¢amentaria;

Em todos esses casos, a teoria precisa de:

1. Condigoes necessarias que todo 6timo deve satisfazer (titeis para encontrar candidatos a
6timo);

2. Condigoes suficientes que garantem que um candidato é, de fato, maximo ou minimo;

3. Critérios de classificagdo quando ha multiplos pontos criticos (maximos locais, minimos
locais, pontos de sela).

Este capitulo desenvolve essas ferramentas a partir de trés teoremas-base do calculo (Rolle, Valor
Médio e Taylor) e culmina nas condigbes de primeira e segunda ordem para fungoes de uma e varias
variaveis.

26.2 Otimizacao de Funcoes de Uma Variavel
26.2.1 Teorema de Rolle

Enunciado. Seja f : [a,b] — R continua em [a, b], derivavel em (a,b), e tal que f(a) = f(b). Entao
existe ¢ € (a,b) com:

F(e)=o.
Intuicdo geométrica. Se uma funcao sai de um ponto e volta & mesma altura, em algum momento

intermedidrio sua derivada (inclinacdo da tangente) precisa ser zero — caso contrario a funcao estaria
sempre subindo ou sempre descendo, e ndo retornaria ao valor inicial.
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1.0

0.5
8 0.0
-0.5
-1.0

c(f(c)=0

e (f(©)=0)

1 2 3
X

Figura 63: Teorema de Rolle: f(z) = (x —1)(z —3), f(1) = f(3) = 0. Existe ¢ =2 com f'(c) =0
— o vértice da parabola, onde a tangente é horizontal.

26.2.2 Teorema do Valor Médio (TVM)

Enunciado. Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal
que:

ou, equivalentemente, f(b) = f(a) + f'(c) (b —a).
Interpretacao geométrica. A inclinacdo média do grafico entre a e b — ou seja, a inclinacio da

reta que une (a, f(a)) a (b, f(b)) — é atingida pela tangente em algum ponto interior c.

26.2.2.1 Demonstracdo (via Rolle)

Considere a funcao auxiliar:

Calculando os extremos:
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f(b) — f(a)

—a

(b—1b) =0.

Como g(a) = g(b) = 0 e g é continua e derivavel (porque f é), por Rolle existe ¢ € (a,b) com
g9'(c) =0.

Calculando ¢':

g = @) + 1O L)
Logo:
g0=0 = flo=T0"" g

26.2.2.2 Forma para Aproximacao Local

Tomando a = z* e b = z* + Az, o TVM diz que existe 6 € (0,1) tal que:

@+ Az) = f(@*) + f'(a" + 0 Az) Az |

Esta é a forma mais 1itil para argumentos de otimizacao: a variagido de f é exatamente f'(§) Az
para algum £ entre z* e x* + Ax. Usaremos essa forma logo abaixo.

26.2.3 Expansao de Taylor

A expansao de Taylor de segunda ordem em torno de z* refina a aproximacao linear vista anteri-
ormente, adicionando o termo de curvatura:

f7(x* 4+ 6 Ax)

flat + Ac) = f(&*) + 1/ (a) A+

(Az)?,

para algum 6 € (0,1). Aproximando f”(z* + 60 Az) ~ f”(z*) (valido para Az pequeno):

Flat o+ Ax) & fo) 4 £ () A+ ) (a2

O termo f'(z*) Az é o efeito linear; o termo 3 f”(2*) (Az)? ¢ o efeito de segunda ordem (curva-
tura).
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26.2.3.1 Demonstracao via Funcao Auxiliar

A demonstragdo segue o mesmo principio usado no TVM: constréi-se uma fungdo auxiliar que se
anula em a e b, aplica-se Rolle e identifica-se a constante.

Considere

Escolhemos K de modo que também ¢(a) = 0:

p(a) = f(b) = [f(a) + f'(a) (b —a) + K (b—a)?] =0,

donde

f(b) = [f(a) + f'(a) (b — a)]

K= a7 . (O

Como p(a) = ¢(b) = 0 e ¢ é derivavel em (a,b), pelo teorema de Rolle existe ¢ € (a,b) com
¢’(c) = 0. Calculando ¢" — ao derivar f’(z)(b — x) obtemos f”(x)(b — x) — f’(x) pela regra do
produto:

' (x) = =[f'(2) + f"(2) (b—2) = f'(z) = 2K (b — 2)] = (b— 2)[2K — f"(x)].

Emz=¢, comb—c#0:

Combinando (I) e (II):

ou seja,

F(b) = fla) + f'(a) (b—a) + f;(c) (b—a)’, cé€(ab). M

Tomando a = z* e b = ™ 4+ Az, recupera-se a forma utilizada acima com ¢ = x* + § Az para algum
6 e (0,1).
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26.2.4 Condicoes Necessarias
Definigdo. z* é méximo local de f se f(z*) > f(z* + Az) para todo Ax pequeno; é minimo
local se f(z*) < f(z* 4+ Ax).

Teorema (CN). Se z* é extremo local de f (no interior do dominio) e f é duas vezes diferencidvel
em z*, entdo:

Tipo Condicao de 12 ordem Condigao de 22 ordem
Méximo f'(z*) =0 f7(x*) <0
Minimo  f'(z*) =0 f7(z*) >0

26.2.4.1 Por que f’'(z*) = 0 é necessaria

Pela expansao de Taylor:
fla* + Az) — f(*) = f/(a*) Az + O(Aa?).
Para z* méximo, f(x* 4+ Ax) — f(z*) < 0 tanto para Az > 0 quanto Az < 0. Se f'(z*) > 0, basta

tomar Az > 0 pequeno para violar a desigualdade. Analogamente para f'(z*) < 0 com Az < 0.
Logo f'(z*) = 0.

26.2.4.2 Por que f”(z*) <0 é necessaria para maximo
Com f’(z*) = 0, a expansao fica:
fla* + Az) — f(a*) = 5f"(2%) (Az)® + o(Az?).

Como (Ax)? > 0, para que f(z* + Ax) — f(z*) < 0 vale para Az pequeno, precisamos de f”(z*) <
0.

26.2.5 Condicoes Suficientes

Teorema (CS). Se f'(z*) =0e:

o f’(z*) <0: z* é méximo local estrito;
o f”(x*) > 0: z* é minimo local estrito.
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26.2.5.1 Demonstracao via TVM

Suponha f’(z*) =0 e f”(z*) < 0. Por continuidade, f” é negativa em uma vizinhanca de z*. Pelo
TVM aplicado a f’ no intervalo entre z* e z* + Ax:

f/(a* 4+ Az) — f/(z*) = f"(z* + 6 Az) Ax.
Como f'(z*)=0e f"(z*+0Azx) < 0:

o Se Az > 0: f'(z*+ Azx) < 0 (a derivada virou negativa);
o Se Az <0: f'(z* + Az) > 0 (a derivada virou positiva).

Em ambos os casos, f'(z* + 0Az) Az < 0. Aplicando o TVM agora a f no mesmo intervalo:

flz*+ Azx) — f(z*) = f'(z* + 0" Az) Az <0,

para todo Ax # 0 pequeno. Logo x* é méximo local estrito.

A demonstragdo para minimo é simétrica.

26.2.5.2 Quando f"(z*) =0

O teste de segunda ordem é inconclusivo quando f”(x*) = 0. Casos possiveis:

e f(z) =2* em 2* = 0: f/(0) = 0, mas =* = 0 é minimo (precisa olhar derivadas de ordem
superior);
e flx)=a3em 2z* =0: f/(0) =0 = f7(0), mas * = 0 é ponto de inflexdo, ndo extremo.

Quando f”(z*) = 0, recorre-se as derivadas de ordem superior ou a inspe¢ao direta.

26.2.6 Exemplo Computacional

Considere f(x) = 2® — 322 — 9z + 5. Pontos criticos:

f(x)=322—6r—9=3(22—-2x—-3)=3(z—-3)(z+1)=0 = 2=3, 2 =—1.
Segunda derivada: f”(z) = 6x — 6.

- J1(=1)
. 11(3) =

Em R:

=—-12<0 = z=-—1¢é maximo local.
12>0 = z =3 é minimo local.

Maximo em x -1.0000, £ = 10.0000

Minimo em x 3.0000, £ = -22.0000
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Max. local

10

f(x)

-10

-20

Min. local
-30

X

Figura 64: f(z) = 23 — 322 — 92 + 5 tem mdximo local em z = —1 e minimo local em x = 3.
Em Python:
M&ximo em x = -1.0000, £ = 10.0000

Minimo em x = 3.0000, f = -22.0000

26.3 Otimizacao de Funcdes de Varias Variaveis

A generalizagdo das condigdes nec/suf para f : R™ — R requer uma versao multivariada da expansao
de Taylor de 22 ordem, e leva & Hessiana como o objeto que substitui f” no caso univariado.

26.3.1 Parametrizacdao Direcional

Para reduzir o problema multivariado a um univariado, parametrizamos uma direcdo. Dado z* € R™
e um deslocamento Ax = (Azq, ..., Az, ) € R", considere h € R pequeno e a fun¢ao auxiliar:

F(h) = f(z; + h Az, ... 2, + hAx,).
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Quando h =0, F'(0) = f(z*). Quando h =1, F(1) = f(z*+ Az). Tudo o que precisamos é estudar
F : R — R — uma fung¢do univariada — e aplicar Taylor:

F(h)=F(0)+ F'(0)h+ 1 F” (6 h) h2.

26.3.2 Calculo de F’(0)

Pela regra da cadeia:

Em h =0:

"9
Fr0)=>)_ aj (z*) Az; = Vf(z*) - Az
=1

1

O resultado é o produto interno do gradiente Vf(z*) = (9f/0x,,...,0f/0x,) com o vetor de
direcdo Azx.

26.3.3 Calculo de F”(0)

Diferenciando F’(h) =" (0f/0z;)(-) Az; novamente em h:

i

F”(h) = i - O (" + hAr) Az; | Az, = izn:fm() Azx; Az;.
= | =

Em h =0:

F”(0) = fij(x*) Ay Ax; = Az’ Hy(2*) Az,

onde H,(x*) = (f;;(z*)) ¢ a matriz Hessiana de f em 2* — a mesma matriz ji encontrada no

capitulo de derivadas parciais. A expressdo Az H Az é uma forma quadratica.
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26.3.4 Expansao de Taylor Multivariada

Combinando F(0), F’(0) e F”(0):

fl@*+ Az) ~ f(z*) + Vf(z*) - Az + § AzT H(z") Aw.

Esta é a expansao de Taylor de 22 ordem em varias variaveis. O termo linear é o produto
interno gradiente - deslocamento; o termo quadratico envolve a Hessiana e captura a curvatura local

de f em todas as dire¢des simultaneamente.

26.3.5 Condicoes de Primeira Ordem

Teorema (CN, 12 ordem). Se z* é extremo local de f no interior do dominio, entao:

of

Vfz*)=0 ou

(z*) =0 para todo i.

Pontos onde V f = 0 sdo chamados pontos criticos (ou estacionarios) de f.

Por qué: se Vf(z*) # 0, escolhendo Az na direcdo do gradiente (ou contra ela) o termo linear
V f - Az pode ser tornado positivo ou negativo, contradizendo a definicdo de extremo.

26.3.6 Condicdes de Segunda Ordem

Em um ponto critico (V f(z*) = 0), Taylor reduz-se a:

fl@* + Az) — f(z*) ~ 5 AzT Hy(z*) Az.

O sinal dessa forma quadratica determina o tipo do ponto critico:

Forma quadratica Az HAx Hé. T é..

> 0 para todo Az # 0 definida minimo local
positiva estrito

< 0 para todo Ax # 0 definida maximo local
negativa estrito

Assume sinais + e — indefinida ponto de sela

> 0 (com igualdade em algum Ax) semidefinida  candidato a min.
positiva (inconclusivo)

< 0 (com igualdade em algum Ax) semidefinida  candidato a max.
negativa (inconclusivo)

247



26.3.6.1 Critério Pratico (Caso n = 2)

Para H; = (‘;m ;“y> , 0 sinal da forma quadratica lé-se diretamente de:
zy  Jyy

’Hf‘:fwarfyy_ m2y7 fxw

Caso |Hel  foa Tipo

Definida positiva >0 >0 Minimo local
Definida negativa >0 <0 Méximo local
Indefinida <0 qualquer Ponto de sela
Inconclusivo =0 qualquer Verificar diretamente

26.3.6.2 Derivacao: Completar o Quadrado

Por que esses sdo exatamente os sinais corretos? Expandindo a forma quadratica (com a notacao
Fy; = 0°F/0x,0x; e Fyy = Fy; por Young):

Az"Hp Az = Fyy Ax? + 2 Fiy Azy Azy + Fyy Ax3.

Supondo F}; # 0, fatoramos F}; e completamos o quadrado:

F2
Azx"Hp Az = Fyy —F—lex%—l-FQQ Az3.

2
F F
Ax? +2-22 Ax. Az, + (12A$)
1 ja 1 ATy ja 2 R

11 11

Reagrupando:
F > Ax?
Az"Hp Az = Fy, [Aml + 2 AxQ] + —2[Fy; Fy — F3].
Fyy Fyy
O segundo colchete é exatamente o determinante |H p|:
Az3 F
A:L’THFA{L‘:FHT2+ﬂ|HF|7 T = Az, + =22 Az,
Fyy Fyy

Leitura dos sinais. A forma quadratica é uma soma de dois termos. O primeiro tem o sinal de
Fy; (ja que T? > 0); o segundo tem o sinal de |Hp|/Fy; (j& que Az > 0).

o Definida negativa (médximo): exigimos a soma < 0 para todo (Ax,, Az,) # 0. O primeiro
termo é < 0 se F}; < 0. Para que o segundo seja também < 0 com F}; < 0 no denominador,
precisamos |Hp| > 0. Assim, F}; <0e |Hp| > 0.

o Definida positiva (minimo): simétrico. Ambos os termos > 0 exigem F;; > 0e |Hp| > 0.

o Indefinida (sela): se |Hp| < 0, os dois termos tém sinais opostos e a forma assume valores
positivos e negativos.
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Esta derivagdo demonstra as entradas da tabela acima e mostra por que o sinal de F}; (ndo de F,,)
aparece — ¢ apenas a escolha de qual varidvel fatoramos primeiro; por simetria, F,, funcionaria
igualmente.

26.3.6.3 Caso Geral: Critério de Sylvester

Em n geral, o critério das condi¢des de segunda ordem usa os menores principais lideres D, de
H; — os determinantes das submatrizes superiores esquerdas k x k:

F,, Fp By Fiy Fig
Dy =Fy, Dy= J A Dy = |Fy Fy Fyl, ..., D, =|[Hp|.
Ao Iy Fiy Py
Tipo de extremo Condigao sobre os D,

Minimo local (Hj. definida positiva) D; >0, Dy >0, D3 >0, ..., D, >0 — todos

positivos
Maéaximo local (Hj definida D, <0, Dy >0, D3 <0, ... — alternam, comegando
negativa) negativo
Ponto de sela qualquer outro padrao de sinais com D,, # 0
Inconclusivo algum D, =0
A condigdo de maximo é equivalente a dizer que —H é definida positiva — dai a alternancia:

Dy (—H) = (‘Uka(H)-
Equivalentemente, via autovalores (todos reais por simetria de Hp):

o Todos os autovalores > 0: definida positiva (minimo);
« Todos os autovalores < 0: definida negativa (maximo);
o Autovalores de sinais opostos: indefinida (sela).

26.3.7 Exemplos: Formas Quadraticas Puras

Antes de aplicar o critério a uma funcdo mais elaborada, vale fixd-lo em trés formas quadraticas
com Hessiana constante. Em todas, a CPO d& (27}, %) = (0,0) — basta classificar.

(a) F(xy,75) = 2% + 23. As parciais OF /0z, = 21, e OF /0x, = 224 zeram em (0,0). A Hessiana
é

2
HF:(O 2)7 |HF’:4>07F11:2>07

logo minimo local (de fato, global).

(b) F(x,,7y) = —2? — x3. Mesmo ponto critico, e
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—2
HF:(O _02>7 |HF‘:4>O?F11:_2<07

— maéaximo local (global).

(¢) F(xy,25) = —2? 4+ 23. Mesmo ponto critico, mas
-2 0

— ponto de sela: a fungdo é concava na diregdo de z; e convexa na dire¢do de x5, entao (0,0)
ndo é nem maximo nem minimo.

26.3.8 Exemplo: Classificando Pontos Criticos

Considere f(x,y) = 2% — 3z + y? — 4y. Calculemos os pontos criticos e classifiquemos:

_ 31'2_3 _ 2 _
Vf—(Qy_4>—0 = z°=1, y=2

Logo ha dois pontos criticos: (1,2) e (—1,2).

A Hessiana é:

6z 0
6 0

o Em (1,2): H; = ( 2), |H| =12 >0, f,, =6 >0 — minimo local.

0
e Em (—1,2): H; = (_06 g), |H| = —12 < 0 — ponto de sela.

Em R:

Em Python:

Ponto (1, 2): |H| = 12, autovalores = [6. 2.], tipo = minimo local
Ponto (-1, 2): |H| = -12, autovalores = [-6. 2.], tipo = ponto de sela
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f(x,y) =x° - 3x +y* -4y

:D
y 9

-2 —

X

® Minimo @ Sela

Figura 65: Curvas de nivel de f(z,y) = #® — 3z + y? — 4y. Minimo local em (1,2) (verde) e ponto
de sela em (—1,2) (vermelho).
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27 Otimizacao com Restricao de Igualdade

27.1 Motivacdao Econdmica

Quase todo problema de decisdo econdmica envolve uma escolha restrita: um consumidor esco-
lhe quanto consumir de cada bem, mas sua renda é fixa; uma firma escolhe quanto contratar de
cada insumo para atingir uma dada meta de producdo, com precos de fatores dados; um produtor
minimiza despesa para entregar uma quantidade contratada. Em todos esses casos, ha uma funcao-
objetivo (utilidade, lucro, custo) e uma equagao que nao pode ser violada (restrigdo or¢amentdria,
isoquanta, meta de producio).

Formalmente, queremos resolver

max F(xzy,x,) sujeitoa g(xy,x,) =0,
T1,T2

onde F' é a fungao-objetivo e g(z,,z,) = b é a restrigdo de igualdade. As ferramentas desen-
volvidas até aqui — CPO VF = 0 e CSO via Hessiana — resolvem o caso irrestrito. Quando ha
restricdo, o ponto que zera o gradiente da funcdo pode simplesmente nao satisfazer a restricao, e o
6timo restrito tipicamente estd em outro lugar.

Este capitulo desenvolve o método dos multiplicadores de Lagrange, que resolve o problema
restrito convertendo-o numa otimizagio (essencialmente irrestrita) sobre uma funcgdo auxiliar — a
Lagrangeana — em trés varidveis: x;, o € o multiplicador A.

27.2 Intuicdo via Substituicdo (TFI)

Antes de apresentar o Lagrangeano, vale ver como a restrigio “encaixa” no problema irrestrito que
j& sabemos resolver. Suponha que, perto do étimo, a equagao g(x;,x4) = b define implicitamente
x4 como funcdo de x; — isto é, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe h tal que

_ 0g/0z,

To = h(x1)7 h/(xl) = ag/8x27

desde que 0g/0z, # 0 no ponto. Substituindo na funcdo-objetivo, o problema vira irrestrito:

max H(z,) = F(zq, h(z,)).

Ty

A CPO da funcao composta dé, pela regra da cadeia,

OF OF
H’ =—+ —h = 0.
(1) Oxy  Ox, (1) =0

Substituindo h'(z;) pela expressao da TF1I:
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OF  OF 90g/0x,

OF/0x,  0g/0x,
OF [0z,  0g/0zy

Oxr, Oxy 0g/0x, =0 =

Esta é a condigao de tangéncia: no 6timo, a curva de nivel de F' e a curva g(z,,z,) = b tém a
mesma inclinagdo. De fato, usando diferenciacdo implicita em cada uma:

OF /0x
« ao longo de F =C: 2| =k
ao longo de (.’E1,$2) dx; ¢ 8F/8=T2’
0g/0x
« a0 longo d =b 2] =5 o
ao longo de g(z, ;) dzy [ 0g/0x,

Igualando as duas inclina¢Ges chega-se exatamente a equagdo acima. Geometricamente, no 6timo
restrito a curva de nivel mais alta da funcdo-objetivo que ainda intercepta g = b toca a restri-
¢do — nao a corta. Se cortasse, haveria pontos da restricio em curvas de nivel ainda mais altas,
contradizendo a otimalidade.

27.3 A Funcao Lagrangeana

Reescreva a condicdo de tangéncia introduzindo um ntimero A definido por

_ OF/0z,
0g/0xy
Substituindo de volta na CPO da substituicdo:
OF dg OF dg
— = A=—==0 — = A=—=0.
0z, O, ’ O, O,

Junto com a restrigao original g(z,,z5) = b, temos um sistema de trés equagdes em trés incog-
nitas (z;, x5, A). O niimero A — que apareceu apenas como atalho algébrico — é o multiplicador
de Lagrange, uma nova varidvel endégena do problema.

A descoberta-chave é que essas trés equagoes sdo exatamente as CPOs (irrestritas) de uma unica
funcdo auxiliar, a Lagrangeana:

L(xy,9,A) = Flxy,29) + XN[b—g(xy,25) ].

De fato:

0 OF 99 9L OF 9y 9L

TR TN T T TR S

e zerar essas trés derivadas reproduz tanto a tangéncia quanto a restricdo. Em outras palavras:
o problema restrito de duas variaveis se converte num problema irrestrito de trés
variaveis, em que o multiplicador A entra como varidvel enddgena adicional.
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A leitura do termo A [b — g(zy,x5)] é direta: a Lagrangeana adiciona & fungao-objetivo uma “pena-
lidade” proporcional ao quanto a restricdo é violada, com A sendo o “preco-sombra” da restricdo.
Quando g = b, a penalidade é zero e a Lagrangeana coincide com F'; fora disso, A é justamente o
ganho marginal de relaxar a restri¢do (veremos isto formalmente no problema do consumidor).

27.4 Exemplo: Restricao Linear sobre Forma Quadratica

Considere

max F(z,,25) = —27 — 23 sujeitoa x; + x4 = 2.
Tq1,To

O 6timo irrestrito estd em (0,0) — basta zerar o gradiente. Mas (0,0) nao satisfaz z; + x5 = 2.
Usando a Lagrangeana:

L(21, 29, \) = =23 — 25 + X (2 — 27 — 25).

CPO:

0L 0L 0L

8—%:—2x1—/\:0, 87:1:2:—2.7]2—A:0, 522—3}1—%2:0.
Das duas primeiras, —2z; = —2x, = x; = x5. Substituindo na restri¢do: 2z, =2 = x; =z, = 1,
eN=—2.

27.4.0.1 Visualizacdo: 3D e Curvas de Nivel

Duas vistas complementam a intui¢cdo. A 3D mostra a fungao-objetivo como superficie (paraboloide
invertido) e a restri¢do como curva tragada sobre ela: o étimo restrito é o ponto mais alto dessa
curva. A vista por curvas de nivel projeta o mesmo cendrio no plano (x;,x,): o 6timo é onde a
maior curva de nivel ainda tangencia a reta x; + z4 = 2.

Em Python:

xl*x = 1.0000, x2x = 1.0000, Fx = -2.0000

27.5 Condicoes de Segunda Ordem: o Hessiano Orlado

A CPO do Lagrangeano é necessaria mas nao suficiente. Precisamos garantir que o ponto critico é
um maximo (e ndo um minimo ou ponto de sela), e a condi¢ao de 2* ordem precisa ser adaptada
porque os deslocamentos (Ax,, Ax,) admissiveis estdo restritos a curva g(x;,z,) = b.
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-1

Figura 66: Vista 3D: superficie F((x,,z,) = —x? — 22 (paraboloide invertido), restrigdo x; + 2o = 2
tragada sobre a superficie (curva vermelha), étimo irrestrito (0,0,0) em azul e étimo
restrito (1,1, —2) em verde — ponto mais alto da curva vermelha.

255



o
irrestrito (0,0)

X1

Figura 67: Vista 2D (curvas de nivel) de F = —2? — 23 (circulos concéntricos centrados em (0, 0),
6timo irrestrito) e a restrigao x; + x5, = 2. O 6timo restrito (1,1) é o ponto onde a curva
de nivel mais alta toca a reta — tangéncia.
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27.5.1 Forma Quadratica Restrita

A expansao de Taylor de 22 ordem da Lagrangeana, no ponto critico, dé a forma quadréatica usual:

L1 A2 + 2L, Av Azy + Loy A2,
onde £;; = 9°£/0z;0x; avaliada no ponto critico (note que, como £ = F — A\(g — b), tem-se
Lii=Fii—Ag; j). Para que o ponto seja um maximo restrito, exigimos que essa forma quadratica

seja negativa para todos os deslocamentos (Ax,, Az,) admissiveis, isto é, que satisfagam (em
primeira ordem) a restrigao:

92

com g, := 0g/dx,;. Substituindo Az, na forma quadratica:

2
L Ax? —2 L4, §—1 Ax? + L, 5—; Az? <0,
2 2

ou, reagrupando e multiplicando por g3 > 0,
L1195 =2L1291 92 + Lop 97 < 0.

27.5.2 O Determinante do Hessiano Orlado

O lado esquerdo dessa desigualdade é, com sinal trocado, exatamente o determinante da seguinte
matriz 3 x 3, chamada Hessiano orlado:

N L1 Ly 9
H = 4Ly Loy 9o
91 g2 0

Expandindo |H| pela tltima linha (cofatores):

’FI’ =01 (512 Go— L9291) — 92 (L1192 — L1 91) = —(£11 9% —2L159192 + Lo g%)

Logo:

Caso (n=2,r=1) Forma quadrética restrita |H|
Maximo restrito <0 >0
Minimo restrito >0 <0

257



27.5.3 Caso Geral

Para n varidveis e r restrigoes, monta-se o Hessiano orlado completo (com r linhas/colunas extras
correspondentes as restrigdes), e analisa-se o sinal dos determinantes dos menores principais lideres
orlados a partir de uma certa ordem:

« Maximo restrito: os n — r tltimos menores orlados alternam de sinal, com |H,,| tendo o
sinal de (—1)".
e Minimo restrito: os n — r tltimos menores orlados tém todos o mesmo sinal, especifica-
mente (—1)".
No caso n =2, r = 1, tem-se (—1)" = +1 (méximo) e (—1)" = —1 (minimo), recuperando a tabela
acima.

27.6 Teorema do Envelope

A maquinaria Lagrangeana + CPO + CSO entrega o ponto étimo z*(a) e o multiplicador \*(a)
como fungoes dos pardmetros a = (aq,...,a;) do problema. Resta uma pergunta natural: como a
funcao-valor V(a) = f(z*(a);a) varia quando os pardmetros mudam? A resposta é o teorema
do envelope, que reduz 9V/ da; a uma derivada parcial direta da Lagrangeana avaliada no ponto
critico.

27.6.1 Enunciado

Considere o problema parametrizado

m%%n f(z;a) sa. gi(x;a)=0,i=1,..,r,
me n

com Lagrangeana £(x,\;a) = f(x;a) 4+, A; ¢'(x; a), e suponha que z*(a) e A*(a) satisfagam CPO
e CSO em torno de a. Defina a funcao-valor V(a) = f(z*(a);a). Entéo:

ov 0L

aaj aaj z=z*(a), \=X*(a)

O mesmo vale, mutatis mutandis, para problemas de maximo.

27.6.2 Intuicdo: Por que os Efeitos Indiretos Cancelam

Variar a; tem dois efeitos sobre V:

« Efeito direto: a; aparece explicitamente em f e em g' — e portanto em <.

o Efeito indireto: mudar a; desloca o 6timo x*(a) (e o multiplicador), o que por sua vez altera

f
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O teorema afirma que o efeito indireto cancela. A razdo é simples: no ponto 6timo, 9L/0x; =0
para todo ¢, de modo que pequenas perturbagdes em z* ndo mexem em £ a primeira ordem. O
multiplicador \* entra apenas multiplicando ¢*(x*;a) = 0, entdo perturbacdes em \* também ndo
importam para V no ponto factivel.

Geometricamente: V(a) é o envelope da familia de fungoes £(x, Ay;-) indexada por (zy, Ag) —
cada membro da familia tangencia V no pardmetro a, onde (zy, \g) = (2*(ag), A*(ay)). Dai o
nome.

27.6.3 Prova

Diferenciando V' (a) = f(z*(a);a) em a; pela regra da cadeia:

— ox;

*
ox;
. 9a;

v _ o
8aj_8aj

*

Pelas CPOs, af/axiL ==\ 8gk/83:i|*. Substituindo:

ox:

)

, 9a;

ov of

da, ~ da

. \~09"
_Z)‘k i 9

* k

Por outro lado, as restricoes ¢g*(z*(a); a) = 0 valem identicamente em a; diferenciando em a;:

o
— Oz,

ox; og"

, 9a; _373'

Substituindo de volta:

0L

ov._ of 9L
8aj

8aj N 8aj

. 9g"
+ZA’“&TLJ.

* k

* *

27.6.4 Interpretacao do Multiplicador como Preco-Sombra

Um caso especial: se o pardmetro a; entra apenas como deslocamento da i-ésima restricio — i.e.,
g'(w;a) = h'(z)—c; com a; = ¢; — entdo 0L /Jc; = —\; (para Lagrangeana na forma £ = f+A[c—h],
comum em economia) e

ov
IV
oc; '

Esta é a interpretacao do multiplicador como preco-sombra: A} mede quanto o valor 6timo

V' aumenta por unidade marginal de relaxamento da i-ésima restricio. O A que aparecia abstrato
na Lagrangeana ganha contetido econémico explicito.
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27.6.5 Aplicacées Candnicas

O teorema do envelope é uma das ferramentas mais reutilizadas em microeconomia. Trabalhamos
abaixo os quatro casos cléssicos da teoria do produtor e do consumidor, em ordem: minimizacao de
custo, maximizacao de lucro, maximizacao de utilidade e minimizacao de despesa. Em cada caso,
o procedimento é o mesmo: monta-se o problema, escreve-se a Lagrangeana, deriva-se diretamente
nos parametros, e a identidade resultante carrega nome proprio na literatura.

27.6.5.1 Lema de Shephard (Funcao Custo)

Problema. A firma com tecnologia f(k,[) minimiza o custo dos insumos para atingir um nivel de
producao @, a pregos de fator (r,w):

min rk+wl sa. f(k1)=Q.

Lagrangeana. £(k,l, \; r,w, Q) = rk 4+ wl + A\[Q — f(k,1)]. Parametros: a = (r,w, Q). Funcio-
valor: C*(r,w, Q) = rk*(-) + wl*(-).

Derivadas pelo envelope. Avaliando 0£/da; no ponto critico:

oc* 0L oct _oc| . act oL
87"_87"*_ ’ Ow_ﬁw*_’ 8Q_6Q*_

* *

Resultado. As duas primeiras identidades sdo o lema de Shephard: derivar a funcdo custo no
prego de um fator recupera a demanda condicional por aquele fator. A terceira identifica A* como
custo marginal 9C*/0Q).

Comentario. A utilidade pratica é dupla. Primeiro, a func¢ao custo encapsula toda a estrutura de
demanda condicional por fatores — basta diferencia-la nos precos, sem precisar passar por estatica
comparativa do sistema de CPOs. Segundo, o multiplicador A, que aparecia como artefato matema-
tico na Lagrangeana, ganha aqui conteido econoémico explicito: é o preco-sombra da restricdo de
producdo, ou seja, quanto custaria & firma produzir uma unidade adicional de Q.

Exemplo: Cobb-Douglas f(k,[) = k“*"®. A condicdo de tangéncia f,/f;, = r/w se escreve
al/[(1 —a)k] = r/w, dando | = [(1 — a) r/(aw)] k. Substituindo na restricio k%'~ = Q,

Lo [(1_0‘”} liaklﬂ =Q <= k [W] - =Q,

aw aw

de modo que

e @
_ 1=
k’*:Q a .g , l*:Q a'ﬁ .
l—a r Q w

Substituindo em C' = 7k + wl e somando ao denominador comum a®(1 — a)!~®, a funcio custo
fica:
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ac* - roiglTe [ o W] .
o~ Qe Q[l_a'r] -y
Derivando em Q:
OO* ro wl—a C*

0q ~wi-a g

(Tratamento numérico desse caso — incluindo verificacdo por diferengas finitas — no capitulo de
aplicagbes economicas. )

27.6.5.2 Lema de Hotelling (Funcdo Lucro)

Problema. A firma competitiva escolhe insumos (k,[) para maximizar o lucro a precos de produto
e fatores (p,r, w):

il:llaz)o( W(k,l; p,r,w) - pf(kvl)_rk_wl

Este é um problema sem restricao — caso especial do envelope com r = 0 restrigoes, em que a
Lagrangeana se reduz a propria fungio-objetivo. As CPOssaop f, =repf, = w.

*

Funcgao-valor. 7*(p,r,w) = p f(K*,I*) — rk* —wl*.

Derivadas pelo envelope. Como £ = m, derivadas parciais diretas avaliadas no 6timo:

or*  Orm on* on*

T e =@, =k, S =

Op op i or ow

Resultado. As trés identidades sdo o lema de Hotelling: derivar a funcdo lucro no preco do
produto recupera a oferta 6tima @Q*; derivar nos precos dos fatores recupera as demandas (incondi-
cionais) com sinal trocado.

Comentario. A simetria com Shephard é instrutiva. Em ambos os casos, a funcao-valor codifica
toda a estrutura de oferta/demanda da firma, recuperada por diferenciacio direta. As diferengas
sao duas. (i) Aqui as demandas sdo incondicionais — o nivel de produgéo @ é enddgeno, ajustado
pela firma —, enquanto em Shephard sdo condicionais a Q fixo. (ii) O sinal das derivadas em
fatores é negativo porque 7, w entram com sinal negativo no lucro; em Shephard era positivo porque
entravam positivamente no custo. Combinados, Shephard e Hotelling permitem reconstruir toda a
teoria do produtor partindo apenas de func¢oes-valor.
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Exemplo: Cobb-Douglas f(k,I) = k¥/*I'/4. Retornos decrescentes & escala (o + = 1/2 < 1)
garantem que o problema de maximo irrestrito tem solugao finita. As CPOs p f, =repf, = w se
escrevem

%7153/4 E—y §k1/4 1-3/4 — .
Dividindo membro a membro, [/k = r/w, ou seja, | = (r/w) k. Substituindo na primeira CPO:

1/4 3/4, 1/4 2
P, (T 1/4 _ —1/2 _ 4w - p
4k: (w) Bt =r <=k - = k"= 6 3E o

Por simetria, I* = p?/(167'/2 w3/?). Producio e lucro 6timos:
2 2 2

Q=) 4 (rw)/2’ T=pQi v 4(rw)l/2 16(rw)t/2 8 (rw)t/2

(Note: rk* = p?/(16 (rw)'/?) e idem para wl* — as duas parcelas de custo sio iguais por simetria
a=[.)
Verificando Hotelling:

on* 2p D
_— = = = *' ‘/
dp  8(rw)l/2  4(rw)/? @
on* p2 1 3 p2 w p2
R =3/24) — — = — = —k*.
or 8 ( 2)(rw) v 16 (rw)3/2 16 173/2 wl/2 W

*

Andlogo para w: Or* /0w = —I*.

27.6.5.3 Identidade de Roy (Funcdo Utilidade Indireta)

Problema. O consumidor escolhe quantidades (z;,x,) para maximizar a utilidade U sujeito a
restricdo orcamentaria:

max U(zy,zy) s.a. pyx; + pyry = R.
Tq,T5>0

Lagrangeana. £(xy, %y, \; p1,D9, R) = U(x1,x5) +A[R—p21 —pyx,y). Pardmetros: a = (py, ps, R).
Funcao-valor: V*(py,py, R) = U(x%,2%), chamada utilidade indireta.

Derivadas pelo envelope. Avaliando 0.£/ da; no ponto critico:

ove oL . oVt _ L] _ .

o opl, " R " OR|,

Resultado. Dividindo as duas identidades, A* cancela e obtemos a identidade de Roy:
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V" /op,

x;(p17p2’R> = _8V*/8R

A demanda Marshalliana étima por um bem é obtida diferenciando a utilidade indireta no preco
proprio e dividindo pela derivada na renda, com sinal trocado.

Comentario. O multiplicador A\* tem aqui interpretagao natural como utilidade marginal da
renda: quanto a utilidade 6tima sobe por unidade adicional de or¢camento. Repare como ele cancela
quando tomamos a razdo na identidade — s sobra uma relacdo observavel entre derivadas de V*
e a demanda. Isso resolve um problema empirico real: estimar fungoes de demanda diretamente é
dificil (sdo fungoes vetoriais com restricoes de simetria de Slutsky), mas estimar V* e deriva-la é,
em muitos casos, mais tratdvel. A funcao utilidade indireta também serve para analise de bem-estar
— comparar V* antes e depois de um choque de pregos ou renda mede ganho/perda de utilidade do
consumidor.

Exemplo: Cobb-Douglas U(z;,7,) = z{ 21 . As demandas Marshallianas, j& obtidas na

maximizacao de utilidade do consumidor, sao

. aR . (1—a)R
$1(P17p2aR) = mQ(php%R) = .
P1 P2

Substituindo em U obtemos a utilidade indireta:

V*(py,pay R) = (OZR)Q (W)la

b1 Da
Roﬁr(lfa) R
= o (1 _ a)lfoc ———— = aa<1 _ a)lfoc —
D1 Pa P1 P2
Derivadas:
8V* —(1— «
= a%(1l =« lfocR A(—a pfaflp (1-a) - _ V*,
G = =) R (o) °

oV a®(l —a)l~@ v

OR pypy e R
Aplicando a identidade de Roy:
_ovr/op,  —aV'/py _ aR _ oy
oV*/OR v</R — p,

Caso simétrico a = 1/2 (feito no quadro): V*(p;,py, R) = R/[2(p, py)*/?], com OV*/dp, =
—Rpy/[4(pype)??] e OV*JOR = 1/[2 (p; py)*/?]. A razao Roy retorna R/(2p,) = 7.
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27.6.5.4 Demandas Hicksianas (Funcao Despesa)

Problema. O consumidor minimiza o gasto necessario para atingir um nivel de utilidade U a
preqos (py, po):
min_ p,x, + pyry sa. Uz, ze) = U.
Tq,5>0
Lagrangeana. £(xy, %y, 13 Py, Pa, U) = pyxy+pywy+pu [U—Ul(xy, 2,)]. Pardmetros: a = (py,py, U).
Fungao-valor: E*(py,ps,U) = pyh} + pyh%, chamada fungido despesa, onde h! é a demanda
hicksiana (ou compensada) pelo bem 1.

Derivadas pelo envelope. Avaliando 0./ da; no ponto critico:

oL _oc| _,. B _oc
o opl| " aU  aU|.

*

Resultado. A primeira identidade é o andlogo de Shephard para o consumidor: derivar a
funcdo despesa no preco de um bem recupera a demanda hicksiana por aquele bem. A segunda
identifica u* como o custo marginal de utilidade — quanto gasto adicional é necessario para
atingir uma unidade a mais de U.

Comentario. O problema de despesa é dual ao de maximizagao de utilidade: ambos descre-
vem 0 mesmo conjunto de escolhas 6timas, trocando os papéis de objetivo e restrigdo. A diferenca
préatica é que as demandas hicksianas h}(p, U) mantém utilidade fixa, enquanto as Marshallianas
z}(p, R) mantém renda fixa. Isso é central na andlise de bem-estar: a variacdo compensatoéria de
um choque de pregos usa E* (gasto necessario para manter U ) em vez de x} (que mistura efeito
substituigio e efeito renda). A equagdo de Slutsky formaliza essa decomposi¢do. Note também
a simetria matemadtica: Shephard na firma (custo) e este resultado no consumidor (despesa) tém
exatamente a mesma estrutura — nao é coincidéncia, é a dualidade neoclassica entre produtor e

consumidor.

Exemplo: Cobb-Douglas U(z,z,) = 2§z % A condi¢dao de tangéncia U,/U, = p,/p, dé
U:

azy/[(1 —a)xy] = py/py, ou seja, x4 = [(1 — ) py/(apy)] ;. Substituindo em U(xy,x5) =
” [u;;;pl]”xl_a - [<1—a>p1]1°‘_,]_
Logo as demandas hicksianas:
2 2 A Pgy o 7 ~[A—a)p, ¢
hi(pl’p”m:U[(l—a)pj ; hz(pppzaU):U[apg] :
Fungdo despesa (mesma simplificagdo do caso Shephard):

«

PPy~

E'propo,U) = pihitpahy = U Gq =y

Verificagdo do andlogo de Shephard:
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* a— -« 1
o _ 5 pip _ gl _apr
Ip, a®(l—a)l- (

Custo marginal de utilidade:

o8 _ ok
aﬁ aa(l _ a)l—a

*

_E _
_U_M,

A dualidade com Shephard ¢ perfeita: E*(py, p,, U) e C*(r,w,Q) tém exatamente a mesma forma
funcional, com (U, p;,py) no consumidor desempenhando o papel de (Q,r, w) na firma.

Em todos os quatro casos, uma derivada parcial direta substitui um calculo de derivada
total via estatica comparativa — dai o poder pratico do resultado.
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28 Aplicacoes Economicas

28.1 Motivacao

Os dois capitulos anteriores desenvolveram o ferramental matemaéatico da otimizagdo: condigdes
de primeira e segunda ordem para o caso sem restricdo (Hessiana, formas quadréticas, critério
de Sylvester) e para o caso com restricdo de igualdade (Lagrangeana, Hessiano orlado). Este
capitulo coleta as aplicagbes econdmicas classicas que dao sentido a esse ferramental: maximiza-
¢ao de lucro de firmas competitivas e monopolistas, escolha de insumos no produtor neocléssico, e
maximizacao de utilidade do consumidor sob restrigdo orcamentaria.

A organizacdo segue as duas segoes de teoria: primeiro problemas sem restrigido (firma escolhe
quantidade ou insumos para maximizar lucro), depois problemas com restri¢do (consumidor ma-
ximiza utilidade sujeito & renda). Cada bloco vai do caso concreto — com forma funcional explicita
e calculo numérico — para a generalizacdo abstrata, encerrando com estatica comparativa.

28.2 Parte | — Aplicacoes Sem Restricao
28.2.1 Firma Competitiva: Caso Univariado

Uma firma toma o prego p como dado e escolhe a quantidade ¢ que maximiza o lucro:

m(q) =pq—Clq),
onde C(q) = ¢y + ¢1q + 3 ¢, ¢* é uma fungdo custo quadratica (custo marginal crescente, ¢, > 0).
28.2.1.1 Resolucao Analitica
CPO:

pP—C

(@) =p—C'(q)=p—c,—cq=0 = ¢ = .
2

Interpretagido econdmica: p = C’(¢*) — preco igual ao custo marginal. Esta é a condigao de
primeira ordem classica da firma competitiva.

CSO:

ﬂ_//(q) — _C//(q> — _02 < 07

confirmando ¢* como maximo. Custo marginal crescente garante a concavidade do lucro.
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28.2.1.2 Verificacao Numérica
q* = 22.50, (q*) = 496.25, ''(q*) = -2.00

Verificagdo numérica: g* = 22.5000

g* (analitico) 22.50

g* (numérico) 22.5000

28.2.2 O Monopolista

Um monopolista enfrenta a curva de demanda inversa p(q) = A — Bq (com A, B > 0) e 0 mesmo
custo C(q) = ¢y + ¢,¢ + 3 ¢5 ¢°. Seu lucro é:

() =p(@)q—Clg) = (A—Bq)qg—cy—c1q— 5 ¢ ¢°

CPO:

qM_2B+c2'

/

@) =A—2Bqg—c;—cq=0 =
A condigdo equivalente é receita marginal = custo marginal (RMg = CMg): a derivada da
receita R(q) = (A— Bq)q é R'(q) = A—2Bgq, e a derivada do custo é C'(q) = ¢; + coq.

CSO:

(@) = —2B — ¢y <0,

confirmando maximo (curva de demanda decrescente combina com custo marginal crescente para
garantir concavidade).

Comparagiao com o competitivo: o competitivo trataria p como dado e produziria ¢* = (p —
¢,1)/c9; 0 monopolista internaliza o efeito de seu output sobre o prego, produzindo menos, ¢,; < ¢*
(para pardmetros equivalentes). Esta é a distor¢do monopolistica cléssica.

Monopolista: q_ M = 23.75, p_M = 76.25, = 1118.12

Competitivo (a p = p_M): q_C = 35.62

Distorgdo monopolistica: q_C - q_M = 11.88

Monopolista: q_ M = 23.75, p_M = 76.25, = 1118.12

Competitivo (a p = p_.M): q_C = 35.62

Distorgdo monopolistica: q_C - q M = 11.88
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28.2.3 Monopolista com Discriminacdo de Precos

Considere agora um monopolista que vende em dois mercados separados (sem arbitragem entre
eles), com demandas inversas distintas e custo conjunto. Por exemplo:

P =50-5Q;, P,=100—-10Q,  C(Q;+Qy) =90+20(Q,+Qy).

Como o monopolista escolhe quanto produzir para cada mercado, o problema é de duas varidveis:

max w(Q,Q5) =P, Q,+ P,Qy—C(Q; +Q5).

1

Substituindo,
T(Q1,Q5) =50Q; —5Q7 +100Q, —10Q3 — 90 — 20 (Q; + Q5).
CPO:
O 50 10Q, —20=0 — O =3
an 1 1 )
T 100=200,—20=0 — Q= 4
aQQ 2 2 .

A regra geral atris dessas equagbes é receita marginal de cada mercado = custo marginal
comum: RMg (Q;) = C'(Q; + Qy) parai=1,2.

CSO:

—10 O
H_ = ( 0 _20> ) |H_| =200 >0, T0.0, = —10 < 0,

logo (Q7,Q5) = (3,4) é maximo. Os precos de equilibrio sao Py = 35 e P; = 60, e o lucro
m* = 115.

Interpretagao econdémica. O prego é maior no mercado mais inelastico: em (Q%, ) = (4, 60)

a elasticidade-preco da demanda ¢ |e;| = 15 - % = 1,5, enquanto em (Q7, Pf) = (3,35) tem-se

leq| = %% ~ 2,33. Esta é a discriminacao de precgos de terceiro grau: cobra-se mais de quem
reage mMenos ao prego.

Q1x = 3, Q2% = 4, P1x = 35, P2%x = 60, * = 115
| 11 = 2.33, | 2] = 1.50 (mais inel&stico tem prego maior)
Q1x = 3, Q2% = 4, P1x = 35, P2x = 60, * = 115

| 11 = 2.33, | 2| = 1.50 (mais inel&stico tem prego maior)
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28.2.4 Maximizacao de Lucro com Dois Insumos

A firma combina capital K e trabalho L para produzir @ = f(K, L), vendendo o produto ao prego
p e pagando r pelo aluguel do capital e w pelo trabalho — todos exégenos. O lucro é

m(K,L)=pf(K,L)—rK —wlL,

e a firma escolhe (K, L) > 0 que maximiza 7. Vamos primeiro tratar o caso concreto (Cobb-Douglas)
para fixar o calculo da Hessiana, depois generalizar para f nao-especificada com hipéteses sobre as
derivadas, e fechar com estatica comparativa.

28.2.4.1 Caso Cobb-Douglas

Tome Q = f(K,L) = AK®L? com a + 8 < 1 (rendimentos decrescentes de escala — necessério
para maximo interior). O lucro é

n(K,L)=pAK®L? —r K —wlL.

CPO (V1 = 0):
om _ a—-171p3 _
ai—pAO[K L T—O,
on
_— = arp-1_ =
3L pABK*L w = 0.

Em palavras: valor do produto marginal = prego do fator para cada insumo.

Dividindo as duas equagoes:

ol T g9

LK w Br
uma relacao fixa entre capital e trabalho 6timos, dada a razao de precos.

CSO (Hessiana):

ala—1)pAK*2LP  afpAKe— LA}
H7r = a—17p-1 arpB—2
aBpAK*L B(B—1)pAK*L

Para o, € (0,1) e a+ 5 < 1:

o Ho g =ala—1)() <0;
e |Hi| = (1—a—B)a(pd) K212 >0,

Logo a Hessiana é definida negativa e qualquer ponto critico é maximo. A condicdo a+ 5 < 1
é essencial: com rendimentos constantes ou crescentes, o lucro ndo tem maximo interior (a firma
quer produzir indefinidamente ou nada).
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K*x = 455.111, L*x = 303.407, Q*x = 113.778, * = 227.556
|[HI = 0.0000 (esperado > 0), HKK = -0.0013 (esperado < 0)
Kx = 455.111, L*x = 303.407, Q* = 113.778, * = 227.556
|[H| = 0.0000 (esperado > 0)

H_KK = -0.0013 (esperado < 0)

28.2.4.2 Caso Geral

Generalizando para f(K, L) nao-especificada, mas sob hip6teses padrao sobre as derivadas
parciais — a forma usada em toda a teoria neoclassica.

Hipéteses sobre f (produgao neoclassica suave):

e fx,fr >0 — produtos marginais positivos;

e fxr,for <0 — produtos marginais decrescentes;

e frr >0 — capital e trabalho complementam-se na producao;
o f estritamente concava: frp fr.p — fop > 0.

CPO. Mesma estrutura de qualquer maximizacao sem restrigao:

o om

7:pr—7“:0, ﬁ:pr—wZO,

ou, equivalentemente,

Interpretagao: o valor do produto marginal de cada insumo (prego x produto marginal) iguala
o preco do insumo. E a condicao classica de eficiéncia produtiva.

CSO. A Hessiana do lucro é

H.=p (fKK fKL) ) |H7r| =p2 (fKK Vs —f12<L)-
Jix o

Pelas hipéteses, i = p fxx < 0 e |H,| > 0. Logo H, ¢ definida negativa e o ponto critico
é maximo local — global, pela concavidade de w. O caso Cobb-Douglas acima é uma instancia
concreta dessas hipdteses.

Interpretaciao geométrica. No plano (L, K), o 6timo é uma condicdo de tangéncia entre duas
familias de curvas:

1. Isoquantas f(K,L) = Q — combinacdes que produzem Q. Pela TFIL, sua inclinacio (taxa
marginal de substitui¢do técnica, TMST) é
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ar)
dL =Q fK

2. Isocustos wL + r K = C' — combina¢des com mesmo custo total. Diferenciando,

g _
dL c=C - T '
A condicao de tangéncia é
Jo_w
fre

TMST iguala razao de pregos. Reorganizando, recuperam-se fr = r/p e f, = w/p, com p
determinando o nivel @ 6timo.

28.2.4.3 Estatica Comparativa

Como K* e L* respondem a mudancas nos precos? Diferenciando totalmente as CPOs do caso
geral:

P frr dK +p fip dL =dr— frdp,
Pk dK +pfrdL =dw— f dp.

Em forma matricial,

D (fKK fKL) (dK> _ (dr—dep> '
fex Joo dL dw — fr,dp
Como |H | > 0, aplica-se a regra de Cramer.

Multiplicador 0K /Or (com p,w fixos):

0K 1

Or  [H]

pfLL JiL

B P? (fxK Jor — f12<L) - P (frx foo — f}2{L).

1 prL
0 pfrr

Numerador f;; < 0, denominador positivo = 0K /Or < 0: encarecer o capital reduz a demanda
por capital. Anédlogo dL/0w < 0.

Multiplicadores cruzados 0K /0w e OL/Or tém sinal de —fg . Com fi; > 0 (complementari-
dade), encarecer um insumo reduz a demanda pelo outro — capital e trabalho sdo “complementos
brutos” no sentido de Hicks. Sob f;; < 0 seriam substitutos brutos.

Os resultados qualitativos saem diretamente das hipé6teses de sinal, sem qualquer especificacao
funcional — a algebra dos cofatores é o que torna a anélise robusta a especifica¢cbes nao-lineares.
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28.3 Parte Il — Aplicacoes Com Restricao

28.3.1 Maximizacao de Utilidade do Consumidor

O consumidor escolhe quantidades x;,z, > 0 de dois bens para maximizar a utilidade U(z,, z5)
sujeito a restricao orgamentaria p,x; + pyry = R, onde p;,py > 0 sdo pregos e R > 0 é a

renda. A fungdo utilidade é estritamente crescente nos dois argumentos (U;, U, > 0) e concava ou
quase-concava (U;;, Uy, < 0, Uy > 0 — bens s@o complementares na utilidade).

A Lagrangeana é

L(21,29, ) = U(zq,29) + AR — p12; — pas).

CPO:

Uy(zy,75) — Ap; =0, Uy(zy,25) — Apy = 0, R —pyxy — pyxy = 0.

Dividindo as duas primeiras:

U _n
U, V%)

A leitura econémica é a igualdade entre a Taxa Marginal de Substituicdao (TMS) e a razao
de precos: na cesta 6tima, o consumidor esté disposto a abrir mao de bens 2 por bem 1 exatamente
na propor¢do em que o mercado oferece essa troca. Geometricamente, é a tangéncia entre a curva
de indiferenca (U = U) e a reta orcamentéria — que tem inclinacdo —p, /p,.

O multiplicador A tem interpretagao direta: das CPOs, $=U_1/p_1=U_2/p_2 = § utilidade
marginal por unidade monetaria gasta em qualquer bem. E a utilidade marginal da renda:
quanto a utilidade é6tima aumentaria se a renda subisse marginalmente.

28.3.1.1 Exemplo Numérico: U = z; z,
Tome U(zq,2,) = @y Ty, com p; = 1, p, =4, R = 16. A Lagrangeana:
L =229+ A(16 — 2y —4xy).

CPO:

Ty — A =0, x — 4\ =0, 16 —x; — 4z, = 0.

Das duas primeiras: x; = 4\ e x5 = A, logo x; = 4x,. Substituindo na restricdo: 4z, + 4z, = 16 =
x5=2,2] =8 \"=2.

CSO via Hessiano orlado. Como £, =0, £95 =0, L1, =Ly =1, 9, =p1 =1, 9, =py = 4:
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0 1 1
Er:(1 0 4), |H=0-(0—16)—1-(0—4)+1-(4—0)=4+4=8>0.

1 40

Como |H| > 0, a CSO de maximo ¢ satisfeita.

xlx = 8.00, x2*x = 2.00, lambdax = 2.00, Ux = 16.00
|H_bar| = 8 (esperado > O para maximo)

xlx = 8.00, x2x = 2.00, * = 2.00, Ux = 16.00
Numérico: x1 = 8.0000, x2 = 2.0000

|H_bar| = 8 (> 0 -+ maximo)

28.3.1.2 Estatica Comparativa do Consumidor

As trés CPOs do problema do consumidor formam um sistema de fungbes implicitas com
enddgenas (x1, Ty, A) e exégenas (py, py, R). Diferenciando totalmente e avaliando no ponto critico,

obtemos:

Ull dl‘l + U12 dﬂjQ — D1 dX — )\dpl = 0,
U21 d:El + U22 d$2 — p2 d)\ — )\dp2 = 0,
—py dzy —pydzy = —dR + x, dp, + x5 dp,.

Em forma matricial:

Un U —n dxy A 0 0
U21 U22 _p2 dl’Q == O dpl + )\ dp2 + 0 dR
—p; —py O dA T, Ty -1

=H

Note que a matriz dos coeficientes é exatamente o Hessiano orlado H. Pela CSO de méximo,
|H| > 0, logo o sistema tem solugdo unica para qualquer choque ex6geno, e podemos usar regra

de Cramer para isolar cada multiplicador.

Efeito de uma variagao na renda (dp; = dp, =0, dR # 0):

0 U —p
5, 1 12 1 U,ypy —U.
9T _ = qetl 0 Uy —py| = M.
1 —p, O |H|
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X2

8.2

X1

Figura 68: Problema do consumidor com U = x,z,, p; = 1, py =4, R = 16. Curvas de indiferenca
(cinza) e reta orgamentaria (vermelha). A escolha 6tima (x7,z3) = (8,2) (verde) é o
ponto de tangéncia.
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O numerador é positivo (porque U;5 > 0 e Uy, < 0); 0 denominador é positivo pela CSO. Logo
Oz, /OR > 0: aumento de renda eleva o consumo de z; (o bem é normal).

Efeito de uma variagio no prego préprio (dp, = dR =0, dp, # 0):

AU —
or; 1 12 7h . —Uyy oy + Upo py 2y — AP35
T T W o B i |
o L |

Os trés termos do numerador sdo negativos (lembrando U;, > 0, Uy, < 0 multiplica p;x; > 0,
A > 0), logo dx,;/0p; < 0: a curva de demanda prépria é decrescente, sem necessidade de
hipdoteses adicionais.

28.3.1.3 Demanda Cobb-Douglas

Para a utilidade Cobb-Douglas U (z, 75) = 2$z3~® com a € (0, 1), a condigdo de tangéncia U, /U, =
p1/py dé

az¢trle _ e T _p :(1—04)1)13:1
(I1—a)zfa;® 1—axzy py 2 ap,

Substituindo na restrigdo orcamentaria p,;x; + pyxry = R:

1— 1—
plxl—&-pg-w:R = P12 [14—761 =R = M0_p
Py Q@ @
Logo as fungées de demanda Cobb-Douglas sao
. aR . (1—a)R
xl(p17p2aR) = J"2(])17])27-R) =
P 2]

A leitura econdmica é elegante: o consumidor com utilidade Cobb-Douglas gasta uma fragao fixa
a da renda no bem 1 e (1 — «) no bem 2 — independentemente dos pregos. Esta é a razao pela
qual Cobb-Douglas é tdo usada em modelagem econémica: da origem a fragoes de gasto constantes,
propriedade rara em outras especificagoes.

40.00

x1*x = 20.000 (gasto plx*x1 ‘R = 40.00)

60.00

(1-)-R = 60.00)

x2% = 12.000 (gasto p2#*x2
Soma de gastos = 100.00 (= R = 100)

40.00

‘R = 40.00)

x1* = 20.000 (gasto pl-x1

X2% 12.000 (gasto p2-x2 60.00 (1-)-R = 60.00)
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A condicio |H| > 0 pode ser verificada diretamente para Cobb-Douglas no ponto étimo, mas decorre
alternativamente da quase-concavidade da utilidade — propriedade preservada pela transformacao
monotonica InU = alnz; + (1 — a)lnx,y, que é estritamente concava em (Inzy,Inx,).

28.3.2 Minimizacao de Custo da Firma

A firma neocléssica resolve dois problemas duais: na Parte I, maximizou lucro escolhendo (K, L) a
pregos (p,r,w) dados; agora, dado um nivel de produgao Q, minimiza o custo total dos insumos.
E o problema dual da firma e o ponto de partida para construir a funcio de custo C(Q,r w).
Formalmente,

min rk+wl sa.  f(kl) =Q,

k,1>0

onde f satisfaz as hipoteses neoclassicas usuais (fy, f; > 0; fur, [ < 0; fi; > 0; f quase-concava).

A Lagrangeana ¢é

Lk, ,N) = rk+wl+A[Q— f(k,1)] = rk+wl+2Q—\f(k,1).

CPO:
0L
%:T‘—)\szo — T:)\fk,
0L
W—w—)\fl—() — w—)\fl,
0L =
Sy = Q- flki) =0
Dividindo as duas primeiras:
Tk r . fi w
= = — equivalente a = = —
fi w Tx r

A leitura econdmica é dual & do consumidor: a Taxa Marginal de Substitui¢io Técnica (TMST)
— quanto de k a firma pode dispensar mantendo Q ao adicionar uma unidade de | — iguala a razao
dos pregos dos insumos. Geometricamente, é a tangéncia entre a isoquanta f(k,[) = Q e areta de
isocusto rk 4+ wl = C, com inclinacio —w/r.

O multiplicador tem interpretacado econdémica explicita: das CPOs, A = r/f, = w/f;, ou seja, A é
o custo marginal de produzir uma unidade adicional do produto — o preco-sombra da restricao

f(kvl) - Q
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28.3.2.1 Construcao do Hessiano Orlado (de onde vém os coeficientes)

A CSO usa o Hessiano orlado das segundas derivadas da Lagrangeana. Cada coeficiente é literal-
mente uma segunda derivada parcial de £, e ¢ instrutivo ver de onde vem cada uma. Partindo das
primeiras derivadas £, =r — Af,, £, =w—Af};, £\ = Q — f(k,]):

0 0
’Ckk:%(r_)‘fk):_)‘fkka "/"'kl:a(r_/\fk):_)‘fkh
0 0
Ly = a@J— )‘fl> ==, Lpr= 5(7“_ Afk) = —fi
0 , = 0
£A,\25<Q—f):0v ﬁlxza(U’—)\fz):—fz-

Trés observacgoes tornam transparente a origem de cada termo:

1. A funcgao-objetivo rk+wl é linear em (k, 1), entdo suas segundas derivadas sio zero. Toda
a curvatura do bloco 2 x 2 superior vem do termo —\f(k,l) da Lagrangeana — dai o fator
—\ multiplicando f, fir, fu-

2. A borda —f,,—f; aparece quando derivamos £, ou £; em A: a Unica parcela que depende
de A é —Af, (resp. —Af)), cuja derivada em A é —f;. (resp. —f;). Equivalentemente, sdo as
derivadas da restri¢ao g(k,l) = Q—f (k,1) em k e I, que entram com sinal negativo porque A
multiplica g na Lagrangeana.

3. O canto £,, =0 vem do fato de a Lagrangeana ser linear em A\ (o multiplicador sé aparece
multiplicando algo que nao depende dele): derivar duas vezes em A\ d4 zero.

Montando a matriz simétrica 3 x 3:

_ L Lr La —A fkk —A fkl _fk
H = L‘lk ’Cll 51,\ = —A fkl —A fzz —fz
Ly L L _fk _fl 0

O bloco 2 x 2 no canto superior é a Hessiana de £ em relagio as variaveis escolhidas (k,!) — mede
a curvatura da Lagrangeana ao longo do espago onde se otimiza. A tltima linha/coluna é a borda:
encaixam as derivadas parciais da restricdo, registrando como cada varidvel afeta o cumprimento

de f(k,1) = Q.
CSO. Para n = 2 varidveis e m = 1 restricdo, a regra de sinais do Hessiano orlado pede:
« minimo: sinal |[H| = (—1)™ = —1, isto é, |H| < 0;

« maximo: sinal |[H| = (—1)" = +1, isto é, |[H| > 0 (o0 que aconteceu no problema do consumi-
dor).

Sob as hipéteses neoclassicas e A > 0, mostra-se que |H| < 0 — o ponto critico é de fato minimo
de custo.
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28.3.2.2 Exemplo Numérico: Cobb-Douglas f(k,1) = vkl

Tome f(k,1) = kY212 com Q = 4, r = 1, w = 1. As derivadas parciais sio f, = % l/k e

fi= %\/k:/l, logo
fi 1

=1 = k=1

r
fi Ok w
Substituindo na restricio: VI2 =4 = I* = k* = 4. O custo minimo é C* = 1-4+1-4 =8, e
N =r/f. =1/(1/2) = 2 — produzir uma unidade adicional custa marginalmente $2.
Verificagdo da CSO. Calculando as segundas derivadas em (k, 1) = (4,4):
o fu=—LEY2002 =

. fll — _i k1/2 l_3/2 —
o fu= i (kl)=1/% = %-

1 _ 1
§'2=

1 L.
4 16°
L

167
Aplicando \* = 2:
—2.(=1/16) —2-(1/16) —1/2 1/8 —1/8 —1/2
H = ( —2-(1/16) —2-(—1/16) —1/2) = (—1/8 1/8 —1/2) .
—1/2 —1/2 0 -1/2 —=1/2 0

Calculando o determinante (expansao pela tltima linha):

< 0.

[H| = =3 [(=1/8)(=1/2) = (=1/2)(1/8)] — (=1)(=3)-[1/8)(—1/2) = (=1/2)(=1/8)] = —f5—15 = —

=1/8 =—1/8

00|

Logo (k*,1*) = (4,4) é minimo de custo.

k¥ = 4.00, 1*x = 4.00, Cx = 8.00, * = 2.00
|[H_bar| = -0.1250 (esperado < 0 para minimo)
k¥ = 4.00, 1*x = 4.00, Cx = 8.00, * = 2.00
Numérico: k = 4.0000, 1 = 4.0000, C = 8.0000

|H_bar| = -0.1250 (< 0 =+ minimo)
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28.3.2.3 Cobb-Douglas Geral: f(k,[) = k*l'=@

Estendendo o exemplo simétrico para a Cobb-Douglas com parametro o € (0,1), deduziremos
formas fechadas para k*, I* e C* em funcio de (r,w, Q, ). As derivadas parciais sdo f), = a k117
e f;=(1—a)k*"*, e a condigdo de tangéncia f,/f; = r/w da

l1—«

- k.

T T
l—a k w o w

Substituindo na restricio k*I'~* = Q:

ka{l—a_
@

:|lo¢ B |:1—O[ r:|lo¢ B
k| =Q =k | =Q

« w

S

Isolando k e procedendo analogo para [, obtemos as demandas condicionais por fatores:

11—« e
< w] ) l*(T’w7Q; O[) = Q_[l_ar] :
(6 w

l—a r

K (rw,0; a) = @[

Caso simétrico a = 1/2 recupera k* = Q+\/w/r e I' = Q\/r/w, batendo com o exemplo anterior
(k*=101"=4quandor=w=1e Q@ =4).

Funcgao custo. Substituindo nas demandas e reorganizando:

C*rw,Q; o) = rk* +wl*

A simplificacio do colchete usa que, ao reduzir ao denominador comum a®(1—a)!~%, os numeradores
ficam a e (1 — «), somando 1.

Trés propriedades desta funcao custo sdo recorrentes na teoria do produtor:
1. Homogeneidade de grau 1 em Q: o custo cresce linearmente com a produgdo — conse-
quéncia de retornos constantes a escala de f (o + (1 —a) =1).
2. Homogeneidade de grau 1 em (r,w): dobrar todos os precos de insumos dobra o custo,
sem mudar as quantidades 6timas.

3. Custo médio = custo marginal, ambos constantes em () — propriedade exclusiva de
retornos constantes; contrasta com tecnologias de retornos decrescentes (CMg crescente).

kx = 10.4948, 1% = 9.7951

Cx (forma fechada) = 69.965348
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Cx (= rk*x + wlx*) = 69.965348

f(k*, 1x) = 10.0000 (esperado Q = 10)

kx = 10.4948, 1% = 9.7951

Cx (forma fechada) 69.965348

Cx (= rk*x + wlx*) 69.965348

f(k*, 1x) = 10.0000 (esperado Q = 10)

28.3.2.4 Estatica Comparativa

As trés CPOs do problema de minimizacio de custo formam um sistema de fungées implicitas
com enddgenas (k, [, \) e exégenas (r, w, ()) — exatamente o objeto da Secdo 24.13, com Jacobiano
J = H e condigao |J| # 0 assegurada pela CSO. Diferenciando totalmente e avaliando no ponto
critico:

—A flk dk — \ fll dl — fl d\ = —dw,
—frdk — f,dl = —dQ.

Em forma matricial:

() ()= () () ()
A =AMy —f dl =10 |dr+|—-1]|dw+ | 0 |dQ.
—fx —f 0 d\ 0 0 —1

=H

A matriz dos coeficientes é exatamente o Hessiano orlado H construido na subse¢do anterior.
Pela CSO de minimo, |H| < 0, logo o sistema tem solucdo tinica para qualquer choque exégeno, e
aplicamos regra de Cramer para isolar cada multiplicador.

Efeito do prego préprio (dw = dQ = 0, dr # 0):
ok 1 =1 A —f £2
— = — det 0 —)\fll _fl = —.
or | H] 0 —f 0 | H

Numerador f? > 0; denominador |H| < 0 pela CSO. Logo dk/0r < 0: encarecer o capital reduz a
demanda condicional por capital. Anélogo, 9l/0w < 0.

Efeito cruzado (dr = dQ = 0, dw # 0):
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0 —Afu —f
Ok _ L get| -1 —Af];l —fl; _ i,
Ow |H| - 0 | H

Numerador —f,.f; < 0; denominador |H| < 0. Logo 0k/Ow > 0: encarecer o trabalho aumenta a
demanda condicional por capital. Note que esse sinal ndo depende do sinal de f; — diferente
do que ocorreu com as demandas nao-condicionais da maximizacdo de lucro na Parte I. Demandas
condicionais sempre exibem substituicdo entre fatores, porque a firma precisa manter Q fixo:
encarecer um insumo forga recomposicdo em dire¢do ao outro.

Efeito do nivel de produgao (dr = dw = 0, dQ # 0):

0 —Afu —f
87]{, = L, det| O —)\fIZ; _fI; — )‘<fkfll7_fklfl>'
o — 1H T\ ¢ ]

O numerador é negativo: f f;; <0 (porque f;; < 0) e —f;, f; <0 (porque fy;, f; > 0), somados e
multiplicados por A > 0. Denominador [H| < 0. Logo 0k/0Q > 0: aumentar a meta de produgio
eleva a demanda condicional por capital, como esperado. Andlogo, 91/0Q > 0.

Como nos problemas anteriores, os resultados qualitativos saem diretamente dos sinais das
derivadas de f e do sinal do Hessiano orlado, sem qualquer especificagao funcional — é a algebra
dos cofatores que torna a analise robusta.

28.3.2.5 Aplicacdo do Envelope: Lema de Shephard e Custo Marginal

A funcdo-valor C*(r,w,Q) — o custo minimo como funcio das exégenas — é a funcéo custo da
firma. Aplicando o teorema do envelope (Segao 27.6) a Lagrangeana £ = rk + wl + \[Q — f(k,1)],
trés derivadas saem por inspegao:

oc: _oc
or _8r*

oc* _oc| . act oL
aw_aw*_ ’ GQ_BQ*_

*

= k*,

As duas primeiras sdo o lema de Shephard: as demandas condicionais por fatores sdo recuperadas
diferenciando a fungdo custo nos precos. A terceira identifica A* como o custo marginal — o prego-
sombra da restricdo de producao, exatamente o caso especial do enunciado geral em que o parametro
Q aparece como deslocamento da restricdo.

Verificagdo na Cobb-Douglas geral. Usando C*(r,w, Q) = Q r*w'~*/[a®(1 — a)'~¢]:

oc* = 1

o— —«
— aQT w
(9T

-
[ o w
a®(l —a)l-« - Q{l—a. r}
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Custo marginal igual ao custo médio — manifestagdo numérica dos retornos constantes a escala.
Comparando com a definigdo A\* = r/f, no ponto 6timo, como f, = a k17 = o Q/k* (usando

f(k*,1*) = Q), temos \* = rk*/(a @), que substituindo k* recupera exatamente r®w!'~%/[a%(1 —
a)l=). v

Shephard k: C/r 10.494802  k* = 10.494802

Shephard 1: C/w 9.795149  1x = 9.795149

CMg: C/ Q = 6.996535 * = 6.996535

Shephard k: C/r 10.494802 k*x = 10.494802

Shephard 1: C/w 9.795149 1% = 9.795149

CMg: C/ Q = 6.996535 * = 6.996535

A maximizacdo de utilidade s.a. restricdo orcamentaria e a minimizacao de custo da firma — junto
com a maximizacdo de lucro do produtor visto na Parte I — formam o nicleo da microeconomia
neoclassica. Os mesmos passos (Lagrangeano, CPO, Hessiano orlado, estitica comparativa) rea-
parecem em todos os problemas restritos: minimizacdo de despesa do consumidor, problemas de
portfolio em financas, etc.
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29 Testes Anteriores — Teste 4

29.1 Teste 4 (2026) — 16 de maio de 2026

29.1.1 Questdao 1 — EDOs de 22 Ordem com Coeficientes Constantes

Resolva as seguintes EDOs.

29.1.1.1 Item (i): v" +2y' —3y =9, y(0)=-2, y'(0)=9

Equacgao homogénea associada. y” + 2y" — 3y = 0. Equagdo caracteristica:
P?+2r—3=0<«< r—1)r+3)=0 = r =1, ry,=-3.

Raizes reais e distintas, logo y;,(z) = Cye® + Cye 3%,

Solugao particular. Como o termo nao-homogéneo é uma constante e r = 0 nao é raiz caracteris-
tica, tentamos y,, = A constante. Substituindo: —3A =9 = A = —3.

Solugao geral.

y(z) = Cre® + Che 3% — 3.

Aplicando as condigoes iniciais.

v (z) = Cie® — 3C,e 37, y'(0)=C; —3C, =9.

Resolvendo o sistema C; + Cy, =1, C; — 3Cy = 9: subtraindo, 4Cy = 8= Cy = —2e C; = 3.

y(z) = 3e® — 2e73% — 3.

Verificagdo. y(0) =3—-2—-3=-2 . y/(z) =3+ 63, 3y (0)=3+6=9 .
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29.1.1.2 Item (ii): vy — 8y’ + 16y =32, y(0) =2, y'(0)=9

Equacao caracteristica. > —8r + 16 = (r — 4)?> = 0 = r = 4 (raiz dupla).
Logo y,(z) = (O + Cyx) e*®.

Solugao particular. Tentando y,, = A constante: 164 =32 = A = 2.

Solucgao geral.

y(z) = (C] + Cyx) e*® + 2.

Condigées iniciais. y(0) =C;+2=2=C, =0.

Y () = Coe?™ +4(Cy + Cyx) e = (Cy + 4C, + 4Cyx) e*®.

y/(O) == C2 +4Cl == 02 == 9

y(z) = 9z e® + 2.

Verificagdo. y(0) =0+2=2 . y/(x) = 9¢® 4+ 36z ¢!, y/(0) =9 .

y(x) =3e*-2e7*-3 y(x) =9xe™+2
10
150
5
= 100
x X
= 0 =
y(0) = -2
5 50
& D =
-10 0 L
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 -0.5 0.0 0.5
X X

Figura 69: Solucdes dos itens (i) e (ii) da Questdo 1. Esquerda: y(z) = 3e® — 2¢ 3% — 3 — domina
3e” para = > 0, oscilacdo inicial pequena pelo termo —2e~3* que decai rapido. Direita:
y(z) = 92 ® + 2 — crescimento exponencial puxado pelo fator 9xe*®, com y(0) = 2.
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29.1.2 Questdo 2 — Derivadas Parciais até Segunda Ordem de f(z,y) = Y

Dominio. Para y** ser definida classicamente via ¢* ¥, exigimos y > 0. Tomamos Dom(f) =
{(z,y) : y > 0}.

Reescrita util. f(z,y) =e

z2lny

29.1.2.1 Derivadas de primeira ordem

df/0z. O expoente é 2 Iny. Derivando em z: 9, [z?Iny] = 2xIny. Pela regra da cadeia:

fo =€ Y. 22y = 22 In(y) y*".

0f/0y. Derivando o expoente em y: ay[a:Q Iny] = 22 /y. Entdo:

f :ew21ny'£ — ime :x2ym271
Y y oy

— 2 _ 2,221
fw_2x1n<y)y ’ y—.’I} Yy .

29.1.2.2 Derivadas de segunda ordem

fyee Derivando f, = 2z In(y) ym2 em x (com y fixo, Iny é constante). Pela regra do produto:

Faw =2In(y) v + 22 In(y) - 9, [y*"] .

2

Como 0, [yxz} =y* -In(y) - 2z:

fow =2In(y)y™* + 422 In°(y) y** = 2In(y) 5" [1 + 222 In(y)].

frw = 2In(y) y®’ [1+ 222 1n(y)].

1

. 2
Jyy Derivando f, = 2?2y ! em y (com z fixo, x?

e 22 — 1 sdo constantes):

Fyy=2%(@® =1y 2

Fyy =@ =1y 2.

fzy (derivar f, em y). f, =2z In(y) y*, com z fixo. Pela regra do produto em y:

1
Foy =2z ;W +1In(y) - 22yt = 20y” 1 + 22 In(y)].
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1

fyz (derivar f, em z). f = 22y" 1 com y fixo. Aqui z2—1 é expoente que depende de z, entdo

usamos 9, [y* '] = y* 1 - In(y) - 2z. Pela regra do produto:

fype =22 y 2y n(y) - 22 = 22y 1 + 22 In(y)].

Igualdade das cruzadas. Confirmada por célculo direto, como previsto pelo Teorema de
Schwarz (as derivadas f,, e f,, existem e sdo continuas no dominio y > 0).

fy (X, ¥) fin(X, y)

25 25

2.0 2.0

yx

20
10 515

20
15 10
-10
-20

-10
-20

1.0 1.0

0.5 0.5

-1 0 1 -1 0 1
X X

Figura 70: Verificagdo numérica das derivadas cruzadas de f(z,y) = yxz. Os dois painéis mostram
fuy € fyyz calculadas pela formula analitica 2z y** 11422 In(y)] — visualmente idénticas,
como exige Schwarz.

x? — 3z

29.1.3 Questdo 3 — Curvas de Nivel de f(z,y) = ;

Dominio. y # 0. Logo Dom(f) = {(z,y) € R? : y # 0}.

Curvas de nivel. Igualando f(z,y) = c:

x? —3x 9
=C <~ T
Y

— 3z =cy.
Caso ¢ = 0. A equacio reduz-se a 2 — 3x = 0, ou seja, x(x —3) = 0. A curva de nivel c =046 a

unido das retas verticais z =0 e x = 3 (com y # 0, isto é, excluindo os pontos (0,0) e (3,0)).

Caso ¢ # 0. Isolando y:
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z° — 3x
y=-——".
c

E uma parabola em z com eixo de simetria x = 3/2 e que cruza o eixo r em z =0 e z = 3 (esses
pontos tém y = 0, entdo estdo fora do dominio).

Vértice. No vértice z = 3/2, o numerador vale (3/2)2—3(3/2) = 9/4—9/2 = —9/4. Logo o vértice
é

Classificagao por sinal de c.

e ¢ > 0: a pardbola tem concavidade para cima (mesmo sinal do numerador % — 3z); o

vértice em y = —9/(4c¢) < 0 fica abaixo do eixo x. Para 0 < x < 3 a curva estd no semiplano
y < 0; para < 0 ou x > 3, no semiplano y > 0.
e ¢ < 0: a parabola é invertida (sinal oposto ao numerador); vértice em y = —9/(4¢) > 0.

Para 0 < x < 3 estdem y > 0; parax <0oux >3, em y <O0.
Aspectos qualitativos.

o Todas as curvas de nivel ¢ # 0 “tocam” os pontos (0,0) e (3,0) — no sentido de que se
aproximam deles —, mas esses pontos sao excluidos do dominio.

o Quanto maior |c|, mais “achatada” a pardbola (vértice mais préximo do eixo z); quanto
menor |c|, mais “alongada”.

o A funcao é impar em y: f(z,—y) = —f(z,y). Logo a curva de nivel ¢ no semiplano y > 0 é
a reflexdo da curva de nivel —c no semiplano y < 0.

29.2 Teste 4 (2025) — 28 de abril de 2025
29.2.1 Questao 1 — Derivadas Parciais até Segunda Ordem

Calcule todas as derivadas parciais até segunda ordem de f(z,y) = 2™ e mostre que
as derivadas cruzadas sao iguais.

nyInz). 1ny exige y > 0.

Dominio. A poténcia z™¥ exige > 0 (para a definicio cldssica via e
Tomamos Dom(f) = {(z,y) : x > 0, y > 0}.

Reescrita. Usando a® = ebtIne;

fla.y) = e o),

Esta forma sera ttil em todas as derivagoes.
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f(x,y) = (x*-3x)/y

6
3

- ¢c=-05

-— ¢c=-1.0

- c=-2.0

> 0 == c=0

- ¢=0.5

c=1.0

c=20
-3
-6

X

Figura 71: Curvas de nivel de f(z,y) = (22 — 3x)/y para vérios c. Pardbolas com eixo de simetria
x = 3/2, passando (no limite) por (0,0) e (3,0) — pontos excluidos do dominio (y # 0).
Sinal de ¢ controla orientagdao: ¢ > 0 abre para cima, ¢ < 0 para baixo. A linha ¢ =0
degenera nas retas x =0 e x = 3.
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29.2.1.1 Derivadas de primeira ordem

df/0z. Derivando o expoente em z: 0, [In(y)In(x)] = In(y)/z. Logo:

f,=1r = ()
Yy Yy
fr = In(y) 2@ fy= In(z) )
Yy

29.2.1.2 Derivadas de segunda ordem

9% f/dx?. Diferenciamos f, = In(y) ™%~ em 2 (com y fixo, In(y) é constante):

fow =In(y) - (In(y) — 1) 22,

frw = In(y)(In(y) — 1) x0®)=2,

| In(y)
0% f/0y?. Diferenciamos £, = n(r)z

quociente:

em y (com z fixo, In(x) é constante). Pela regra do

fyy = In(z Y2
Como 0,z = 2™ - In(z) /y
Cpmy ] — v In(z) 2™ [In(z) — 1
Y- n(zr)/y—=x
fyy - ln(x) : <2)/ - L ]
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29.2.1.3 Derivadas cruzadas

d*f /0y 0x = (f,),. Diferenciamos f, = In(y) =1 em y. Tanto In(y) quanto 2 ~1 dependem
de y; aplicamos a regra do produto.

In(z).

Para (‘)yxln(y)*l, escrevemos z¥—1 = ¢(In(y)-1)

o -1 — LIn(y)-1 In(z)
.y .
Yy
Logo:
1 In(x -1
oy = 3 0 4 ny) o 2 ZEE ) )

In(z) 2™

0%f/0x 0y = ( fy)z- Diferenciamos f, = em z. O fator 1/y é constante; aplicamos a

regra do produto a In(z) - 2®):

1
Oy[In(z) 2] = = 2¥) 4 In(2) - In(y) 2@~ = 22W=1[1 4 In(2) In(y)].
T

Logo:
W71 4 In(x) In(y)]
(fy)z = :
Y
Igualdade das cruzadas:
2011 4 In() In(y)]

Comentario. O resultado confirma o Teorema de Schwarz/Clairaut: como f tem derivadas
parciais de segunda ordem continuas no dominio x,y > 0, as cruzadas necessariamente coincidem.
O calculo explicito serve como verificagao.
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fiy (X, Y) findX, ¥)

B oy H o1y
[ e H w2
2 B e > H e
[ REX) [ REX)
B @s B s
> >

B G B G
M 60 M 60
.8 @8
(8,9] (8,9]
9, 10] (9, 10]

1 1

1 2 3 1 2 3
X X

Figura 72: Verificacio numérica das derivadas cruzadas de f(z,y) = 2™®. Os dois painéis mos-
tram f,, e f,, calculadas pela formula analitica ™ ¥~'[1 +In(z) In(y)]/y — visualmente
idénticas, como exige Schwarz.

29.2.2 Questdo 2 — Curvas de Nivel de f(z,y) = y/z>

Dominio. 22 # 0 = x # 0. Logo Dom(f) = {(z,y) € R? : x # 0}.

Curvas de nivel. Para f(z,y) = ¢:

%:c = y=ca
x

Cada curva de nivel é uma parabola com vértice na origem (mas com a prépria origem excluida,
j& que x = 0 nao pertence ao dominio).

Classificagao por sinal de c:

e ¢ > 0: parabola com concavidade para cima, ramos no semiplano y > 0;
e ¢ < 0: pardbola com concavidade para baixo, ramos no semiplano y < 0;
e ¢ =0: a curva degenera para y = 0 (o eixo z, excluindo a origem).

Aspectos qualitativos.

Todas as curvas passam (no limite) pela origem, exceto que a origem em si ndo pertence ao
dominio.

Quanto maior |c|, mais “fechada” a pardbola (cresce mais rapido).

O sinal de ¢ separa o plano em duas regides: y > 0 (curvas de nivel positivas) e y < 0
(negativas).

A funcdo é homogénea de grau zero ao longo da direcio (Az,\%y): f(Az,\%y) =
Ny/(Aa)? =y/a? = f(z,y).
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f(x,y) =y/x

]
5.0 '
1
1
1
1
]
1
2.5 :
1 = c=-05
]
1 = c=-10
1
1 — c=-2.0
> 0.0 : — ¢=00
: == c=05
: c=10
| c=20
1
-2.5 1
1
1
1
]
]
1
-5.0 1
1
-2 -1 0 1 2
X
Figura 73: Curvas de nivel de f(z,y) = y/2? para vérios c. Parabolas com vértice na origem
(excluida do dominio): ¢ > 0 abrem para cima, ¢ < 0 abrem para baixo, ¢ = 0 degenera
no eixo x.
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29.2.3 Questiao 3 — Modelo IS-LM N3o-Linear

Considere o modelo:
Y=C+I+G, C=cY?, Yi=Y-T,
I=1Io+1p, Ip=Ip(r), M*=M, M* = MY, r),

com 0<c¢ <1, I, <0, My >0, M, <O0.

Diferenca em relacdo a versao 2023. Aqui I, depende apenas do juro nominal r (ndo hé
expectativa de inflagdo 7¢). Estrutura mais simples, mas com a mesma mecéanica de estatica com-
parativa.

29.2.3.1 (a) Forma do sistema e diferencial total

Forma reduzida. Substituindo C, I, Y%, I, e impondo M? = M?:

IS: Y—coY =T)—Is;—Ip(r)—G=0,
LM: M(Y,r)— M =0.

Diferencial total. Endégenas: (Y, 7). Exégenas: (G,T,I5, M).

IS: dY —c/(dY —dT) — Ipdr —dl; —dG =0,
LM: My dY + M, dr —dM = 0.

Reorganizando:

(1—¢)dY — I}pdr = dG + dI, — ¢ dT,
My dY + M, dr = dM.

Forma matricial:

My, M, | |dr
~— e’
J

1—¢ —Ip||dY| [dG+dlg—c'dT
N dM '

Determinante.

A=(1—c)M,+1Ip My < 0,

(soma de dois termos negativos). Pelo Teorema da Fungao Implicita, (Y, ) sdo funcdes C* das
exbégenas em uma vizinhanca do equilibrio.
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29.2.3.2 (b) Aumento na oferta monetaria (dM > 0, demais fixos)

o 0! L] = ]

Regra de Cramer:

pois Ip <0e A <O.

dr 1 1—¢ 0 1—¢
dM_Adet[MY 1]_ A <Y
poisl—c¢" >0e A <O.
Y d
S
dM dM

Interpretagcdo econ6mica. Politica monetaria expansionista. Mais moeda na economia juro
de equilibrio cai. A queda em r estimula investimento privado (pois I < 0), elevando demanda
agregada e produto. LM desloca-se para a direita (ou para baixo, dependendo da orientacao dos
eixos).

29.2.3.3 (c) Diminuicdo na taxacdo (d7 < 0, demais fixos)
1—¢ —Ip||dY| |- dT
My M, ||dr| 0o |’

Observe que —c’ dT > 0 quando dT < 0 (corte de imposto).

Regra de Cramer:

v _ 1. [—c’ —1];} _ M,

dr ~ A 0 M, A
dy
Como —¢’ <0, M, <0, A<O0: dT:E3<O. Logo dT' < 0 = dY > 0.

< 0,

dr 1 1—¢ —=¢ ¢’ My
=L = det =
ar ~ A e[MY o] A

pois ¢/ My > 0e A < 0. Logo dT' < 0 = dr > 0.

| dT <0 = dY >0, dr>0.
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Interpretacao econémica. Corte de imposto é politica fiscal expansionista: maior renda
disponivel Y¢ = Y — T eleva o consumo c(Y?¢), deslocando a IS para a direita. O produto sobe,
mas o juro também — a maior renda aumenta a demanda por moeda, e com M fixa, r tem que
subir para reequilibrar o mercado monetario (mesmo efeito qualitativo de um aumento em G visto

em 2023).

Choque monetério: aumento de M. Choque fiscal: corte de imposto T

r (juros)

75 100 125 150 175 200 75 100 125 150 175 200
Y (produto) Y (produto)

—_ IS = LM = LM (M.) —_ IS = IS'(T) = LM

Figura 74: Estatica comparativa no diagrama IS-LM (2025). Esquerda: aumento de M desloca LM
(Y 1, r]). Direita: diminui¢do de 1" desloca IS & direita (Y T, r 1).

29.3 Teste 4 (2024) — 20 de abril de 2024
29.3.1 Questao 1 — Equacoes Diferenciais

Resolva as seguintes equagoes diferenciais.

29.3.1.1 1.1 — y" — 2y — 4y =20

Estratégia. EDO linear de 2% ordem com coeficientes constantes e termo nao-homogéneo constante.
A solugdo geral é y =y, +y,, onde y;, resolve a homogeénea associada e y,, ¢ uma solugao particular.

Solucao homogénea. Equacao caracteristica:

r?—2%r—4=0 = r=

24+ VAT
%lei\/g_

Raizes reais e distintas r; = 1 + \/5, ry =1— \/5, logo:

yh<x> — Cl e(1+\/5)a: 4 02 e(l*\/g)x_
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Solucédo particular. Como o termo independente é constante (20), tentamos y, = K constante.
Entdo y, =y, = 0, e a EDO fornece:

—4K =20 = K = —5.

Solugao geral:

y(@) = Cy eV + Gyl VO — 5,

Verificagdo. Para y, = —5: y; — 2y, — 4y, =0—0—4(=5) =20. v

20312 12—y +ay==x

Estratégia. EDO linear de 1* ordem na forma padrao y' + p(x)y = ¢(z) com p(x) = ¢(z) = =.
Aplica-se a férmula do fator integrante:

y(z) = I [A + / q(z) el @) d dz] .

2
Célculo do fator integrante. [p(z)dz = [zdx = %, logo el Pdz — ¢2*/2,

2
Calculo da integral interna. Substituicdo u = %, du = x dx:

/azemg/zdx = /e“du: e +C=e""24C.
Aplicando a férmula com A absorvendo a constante:

y(z) = e ="/2 [A + ex2/2] =Ae ™2 41,

y(z) =1+ Ae /2

Verificagdo. y' = —Aze * 2 ecay=a+ Aze * /2 logoy +zy=x. v
Interpretagdo. O termo Ae */2 é transitério (decai rapidamente para |z| grande) e y — 1 é a
solucdo de equilibrio (ponto fixo de ¥y = z(1 — y)).
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y'=2y' -4y =20 y' +Xy =X

20 3

10 2

8 0 \ 8 B
> L oes——————— >
-10
0
=20
-1
-2 -1 0 1 -2 0 2
X X
(C.,C.)=(-0.1,-0.5) = (C.,C.)=(-0.2,0.3) = (C.,C.)=(0.1,0.5) (C.,C.)=(0.2,-0.3) A=-1 — A=-2 — A=0 — A=1 A=2

Figura 75: EDOs da Questao 1. Esquerda: solucao geral de y” — 2y" — 4y = 20 para vérios (C, Cs),
todas convergindo localmente ao redor do equilibrio y,, = —5. Direita: solugao de y" +
xy = x para varios A, todas convergindo para y = 1 quando |z| — oo.

29.3.2 Questdao 2 — Curvas de Nivel

2

Seja f(x,y) = 2° —z — y. Esboce as curvas de nivel de f.

Definigdo. A curva de nivel ¢ de f é o conjunto {(x,y) € R? : f(z,y) = c}.

Impondo f(z,y) = c:

xQ—x— :c<:>y:x2—a;—c.

Caracterizagao. Cada curva de nivel é uma parabola com:

e coeficiente lider +1 — concavidade para cima;

1
o vértice em z* = 5 (zerando a derivada 2z — 1);

2

e ordenada do vértice y* = (%) — % —c= —i —c.

Ou seja, todas as parabolas sao translagoes verticais umas das outras: aumentar ¢ desloca
1

a curva para baixo (vértice em —; — ¢). Quanto maior ¢, mais baixa a parabola.

Interseg¢oes relevantes.

o Comoeixoy (x=0): y=—c.
. 1++v1+4c
e Com o eixo z (y = 0): $2_$:C:>$=f,realsecz—i.
A curva especial ¢ = —i tangencia o eixo r em x = % — ¢é a “curva de nivel mais alta” no plano (o

grafico de f atinge ali seu valor méximo ao longo do eixo y = 0).
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f(x,y) =x*-x-y

4
— c=-0.25
2
- c=-1.00
= ¢ =-2.00
>
== ¢ =0.00
c=1.00
0
c=2.00
-2

X

Figura 76: Curvas de nivel de f(z,y) = 22 — x — y para varios valores de c. Todas sdo pardbolas

com vértice em z = 1/2, deslocadas verticalmente: aumentar ¢ desce a curva.
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29.3.3 Questiao 3 — Derivadas Parciais

Calcule as derivadas parciais da fungao:

fl@y) = (@ + ) e @) 4 yeIn(y).
Estratégia. Decompomos f = g + h com g(x,y) = (22 + y?) e (1Y) o h(z,y) =ye® In(y).

29.3.3.1 Derivada 0f/0x

Parcial de g. Tratamos y como constante. Pela regra do produto:

99 _

8 (2:E) 67(x2+y2) + (1}2 _|_ y2> . ef(x2+y2> . (_2:E)
T

Fatorando 2z e~ (@*+v%),

99 _

e 22 e~ @1 — (22 4 ¢?)].

Parcial de h. Como y é constante:

h
gm =ye” In(y).
Resultado:
8 2 2
87{ =20 @)1 — (22 + y?)] + ye® In(y).

29.3.3.2 Derivada 0f /0y

Parcial de g. Por simetria em x <> y:

gi =2y e A1 — (22 4+ y?)].

Parcial de h. Regra do produto, e® constante em y:

oh 1
7263"111 + em-fzexln +1
3 () +y » [In(y) + 1]
Resultado:
a 2 2
85 =2ye Il — (22 + y?)] + e [In(y) + 1]
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Comentario. O fator [1 — (22 + y2)] muda de sinal no circulo 22 + 3% = 1: dentro do circulo, g

o . Sy 2 (.
cresce na direcio radial; fora dele, g decresce — o que faz sentido, ja que g(r) = r?e™" tem maximo

emr=1.

29.4 Teste 4 (2023) — 11 de setembro de 2023
29.4.1 Questdao 1 — Modelo IS-LM Nao-Linear

Considere o modelo:

Y=C+I+G, C=c(Y?), Yi=Y T,
I=Ig+1p, Ip=Ip(r—=°), M*=0M, M= M(Y,r),

com 0 <c¢ <1, Ip, <0, My >0, M, <0. O equilibrio ocorre quando demanda e oferta se
igualam nos mercados de bens e de moeda.

29.4.1.1 1.1 — Forma matricial e diferencial total

Forma reduzida. Substituindo C, Y%, I, I na identidade de produto, e impondo M9 = M?, o
equilibrio é o par (Y, r) que resolve:

IS: Y—eY-T)—Ig—Ip(r—7°)—G=0,
LM: M(Y,r)— M =0.

Diferenciando totalmente. Tomando como endégenas (Y, ) e como exégenas (G, T, I, M, 7°):

IS: dY — ¢ (dY —dT) — Ip (dr —dn®) —dlo —dG =0,
LM: My dY + M, dr—dM = 0.

Reorganizando termos:

(1—=c)dY —Ipdr=dG +dlg —c dT — Ip dn®,
My dY + M, dr = dM.

Forma matricial:

1—¢ —Ip||dY| |[dG+dlg—c dT — Ipdn©
My M, | |dr| dM
—_———
J

Determinante (Jacobiano).
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A=detJ =(1—c )M, —(—Ip) My = (1—c') M, + 1}, My < 0,

<0 <0
pois 1 —¢ >0, M, <0, I, <0, My > 0. A nao-singularidade A # 0 garante, pelo Teorema

da Funciao Implicita, que (Y,r) podem ser expressos como funcdes C! das exégenas em uma
vizinhanca do equilibrio.

29.4.1.2 1.2 — Aumento no gasto do governo (dG > 0, demais fixos)

O sistema reduz-se a:

o ! L] =[]

Regra de Cramer:

v 1. I M,
G~ A

= —det 0 M,

pois M, <0e A <0.

pois My >0e A <0.

Conclusao:

dy dr

Interpretagdo econdmica. Aumento de GG desloca IS para a direita: maior demanda agregada
— maior produto Y. O maior Y eleva a demanda por moeda M¢ = M(Y,r); com oferta M
fixa, o juro r sobe para reequilibrar o mercado monetario. O efeito final em Y é positivo, mas
parcialmente compensado pelo crowding out via r T (que reduz Ip).
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29.4.1.3 1.3 — Aumento da oferta monetaria (dM > 0, demais fixos)

i e-13)

Regra de Cramer:

ay 1 o —I1p] I

r

pois Ip <0e A <O.

dr 1 1—¢ 0 1—¢
a1 <o
poisl—c¢" >0e A <O.
Conclusao:
S )
dM dM

Interpretagdo econémica. Aumento de M desloca LM para a direita/baixo: com mais moeda
disponivel, o juro de equilibrio cai. A queda em r estimula Ip (pois I < 0), elevando demanda
agregada e produto. E a politica monetaria expansionista padrao.

Choque fiscal: aumento de G Choque monetério: aumento de M.

r (juros)

75 100 125 150 175 200 75 100 125 150 175
Y (produto) Y (produto)

— IS = IS'(G) — LM — IS — LM — LM'(M)

Figura 77: Estatica comparativa no diagrama IS-LM. Esquerda: aumento de G desloca IS a direita
(Y 1, 7 1). Direita: aumento de M desloca LM a direita (Y 1, 7 ]).
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29.4.2 Questiao 2 — Extremos Locais

Determine os valores maximos e minimos locais da funcao:

flz,y) =2* +y* —day + 1.

Pontos criticos. O gradiente é

Impondo Vf = 0:

Substituindo a primeira na segunda: z = (2%)% = 2?2, logo 2% — 2 = z(28 — 1) = 0. As solugdes reais

Vf=(42% — 4y, 4y —4x).

y =a”,
x = 1>

sstoxr=0ouz®=1=2=41.

Em cada caso, y = 2 fornece:

e z=0=y=0 — ponto critico Py = (0,0);
e x=1=y=1— ponto critico P, = (1,1);
e z=—1=y=—1— ponto critico P, = (—1,—1).

Hessiana. Derivadas segundas:

fow = 1222, Jyy = 1292, Joy = —4.
H(z,y) = 1227 —d det H = 144 2%y% — 16

Classificagao.

Ponto fow det H Tipo f

P, =(0,0) 0 —16<0 Sela 1

P, =(1,1) 12>0 128 >0 Minimo local -1

P,=(-1,—-1) 12>0 128>0 Minimo local -1
Valores em P, Py: f(+1,+1)=141—-4+1=-1.
Conclusao.

’ Minimos locais em (1,1) e (—1,—1), ambos com f = —1. Sela em (0,0). ‘
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Observacgao sobre o maximo. Nao h4d maximo local: como z* 4+ y* domina o comportamento
no infinito, f(z,y) — 400 quando [(x,y)| — oco. Os dois minimos sdo, na verdade, minimos
globais.

f(x,y) =x*+y* ~axy +1 f(x, ) = 2x* —4x% + 1

f(x.y)
B 10 -05 i

B o500 1
B ©o 10
B o 20
B 20 40
[T @0 80 .
(8.0, 16.0]
(16.0, 32.0] / \ /
in in,
-1

Figura 78: Funcio f(z,y) = 2*+y*—4xy+1. Curvas de nivel com os trés pontos criticos: minimos
globais em (+1,+1) com f = —1 e sela na origem com f = 1. A direita, o perfil ao longo
da reta y = x, f(r,z) = 20* — 422 + 1, evidencia o duplo poco caracteristico.

f(x,x)
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30 Testes Anteriores — Teste 5

30.1 Teste 5 (2026) — 29 de maio de 2026

Este teste cobra estatica comparativa em dois contextos cldssicos: o modelo IS-LM néo-linear
(Questao 1) e a maximizagao de lucro da firma com dois insumos (Questao 2). Ambos sdo aplicagoes
diretas do Teorema da Funcdo Implicita e da regra de Cramer ja desenvolvidas nos capitulos de
funcoes de varias varidveis e otimizagdo — a mecanica do IS-LM reaparece quase idéntica a do
Teste 4 (2025), e o multiplicador K /Or da firma é exatamente o derivado na Se¢ao de Aplicagoes
Econdmicas.

30.1.1 Questao 1 — Modelo IS-LM N3o-Linear

Considere o modelo:

Y=C+I+G, C=c(Y?, Yi=Y-T,
I=1Io+1p, Ip=1Ip(r), M*=M, M* = MY, r),

com 0 < ¢ <1, Ip <0, My >0, M, < 0. O equilibrio ocorre quando demanda e oferta se
igualam tanto no mercado de bens quanto no mercado monetario.

30.1.1.1 (a) Sistema que resolve o modelo e diferencial total

Forma reduzida. Substituindo C = c¢(Y —T), Y =Y — T, I = I, + Ip(r) na identidade de
produto, e impondo M? = M?, o equilibrio é o par (Y,r) que zera o sistema:

IS: Y —c(Y —T)—Is—Ip(r)—G =0,
LM: M(Y,r)—M = 0.

Diferencial total. Tomando como endégenas (Y, r) e como exégenas (G, T, 1, M):

IS: dY — ¢ (dY —dT) — Ijpdr — dI; — dG =0,
LM: My dY + M, dr — dM = 0.

Reorganizando, com as endégenas a esquerda:

(1—-c")dY —Ipdr =dG +dl; —c dT),
My dY + M, dr = dM.

Forma matricial:

1—¢ —Ip) [dY] _ [dG +dIg— ¢ dT
My M, ||dr| dM '
N —— —
J
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Determinante (Jacobiano).

A=detT=(1—¢) M, —(—Ip) My =(1—¢) M, +Ip My < 0,
— [ —

<0 <0

pois 1 —¢" >0, M, <0, I, <0e My >0. ComoA # 0, o Teorema da Fun¢do Implicita
garante que (Y, 7) sdo funcdes C! das exdégenas numa vizinhanga do equilibrio, e os multiplicadores
de estatica comparativa saem pela regra de Cramer.

30.1.1.2 (b) Queda na oferta monetaria (dM < 0, demais fixos)

O sistema reduz-se a:

1—c¢ —Ip||dY| [ O
My M, ||dr|  |[dM]|"
Regra de Cramer.

ay 1 o —1p] I

r

pois Ip <0e A <O.

dr 1 1—¢ 0 1—¢

— = —det = —
dM A My 1

pois 1—¢’ > 0e A < 0. Como o choque é uma queda (dM < 0), os efeitos sobre os niveis invertem

o sinal dos multiplicadores:

dM <0 = dY <0, dr>0.

Interpretagao econdmica. Contragdo monetaria. Com menos moeda em circulagdo e Y momen-
taneamente dado, o mercado monetario s6 reequilibra com juro mais alto; a LM desloca-se para
a esquerda/cima. O juro maior desestimula o investimento privado (pois I < 0), reduzindo
a demanda agregada e o produto. E o espelho exato da politica monetéria expansionista.
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30.1.1.3 (c) Aumento no gasto do governo (dG > 0, demais fixos)

Regra de Cramer.

pois M, <0e A <O0.

pois My >0e A <O.

Interpretacao econémica. Politica fiscal expansionista. O aumento de G desloca a IS para a
direita: a maior demanda agregada eleva o produto Y. O produto maior aumenta a demanda por
moeda M (Y,r) e, com M fixo, o juro r sobe para reequilibrar o mercado monetario. O efeito final
sobre Y é positivo, mas parcialmente compensado pelo crowding out: o juro mais alto reduz

Ip.

Contragdo monetéria: queda de M.

80 120

— IS — LM — LM (M.)

Figura 79: Estatica comparativa no diagrama IS-LM. Esquerda: queda de M desloca a LM & es-
querda/cima (Y |, r 1). Direita: aumento de G desloca a IS a direita (Y 1, r 1).

160
Y (produto)

1—¢ —1p][dY] _[dG

My M, ||dr| |O0]°
v 1 [t -1, M,
dG_Adet[O MJ_ A~
dr 1 1—¢ 1]  —My
dG_Adet[MY 0]_ N

| dG >0 = dY >0, dr>0,

200 80 120

Expanséo fiscal: aumento de G

160
Y (produto)

— IS = IS'(G) — LM
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30.1.2 Questdao 2 — Maximizacdo de Lucro da Firma com Dois Insumos

Uma firma produz um bem ao prego p usando a fungéo de produgao F (K, L), com Fy > 0, F; > 0,
Frig <0, Fr;p <0e Fgp > 0. Sejam w o salario e r a taxa de juros (prego do capital). Todos os
pregos (p,w,r) sdo tomados como dados.

30.1.2.1 (1) Problema de maximizacdao, CPOs e CSO

Problema. A firma escolhe (K, L) que maximizam o lucro

max m(K,L)=pF(K,L)—rK —wlL.

)

Condig¢oes de primeira ordem (CPOs). Anulando o gradiente:

o om

=L pF. —r=0 el

K pF, —w=0

Em palavras: a firma contrata cada insumo até que o valor do produto marginal se iguale ao
seu preco, p Fpy =repF; = w.

Condic¢ao de segunda ordem (CSO). A Hessiana do lucro é

H — (WKK 7TKL) —p (FKK FKL) '
" Trx TLL Frg Fro
Para que o ponto critico seja maximo, H_ deve ser definida negativa, o que pelo critério de
Sylvester (menores principais lideres alternando de sinal a partir de negativo) exige:

A primeira condigdo vale por hipétese. A segunda exige Fy i Fy —F%; > 0, isto é, F estritamente

concava — a curvatura propria dos insumos domina a curvatura cruzada Fi.;. Sob essa hipdtese
(que assumimos), o ponto critico é maximo global.

30.1.2.2 (2) Diferenciacao da CPO e sinal de 0K /or

Diferenciando totalmente as duas CPOs, mantendo p e w fixos e variando apenas r:

pFKKdK+pFKLdL:dT,

Forma matricial:
PA\F F,.)\ar) = \o)"
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A matriz do sistema é exatamente H,, com |H,| = p*(Fy Fr;, — Fz;) > 0 pela CSO. Pela regra
de Cramer:

oK 1 det(l pFKL) _ pFrL _ Frp
Or  |Hg] 0 pFrp P?*(Fxx Frp —Fir) PPk Fro—Fip)

Sinal. O numerador F;; < 0; o denominador p (FyxFr;, — Fz;) > 0 (preco positivo vezes
determinante positivo da CSO). Logo:

K F,,

_— = < 0.
ar p(FrrFrn — FIQ(L)

Interpretacio econdmica. Encarecer o capital (aumento de r) reduz a demanda por capital
— a curva de demanda por insumo é negativamente inclinada, resultado garantido pela concavidade
da tecnologia. Por simetria, 0L /0w < 0. J4 o multiplicador cruzado 0L/0r tem o sinal de —Fp; <
0: como capital e trabalho sdo complementares (Fy; > 0), encarecer o capital também reduz a
demanda por trabalho.

Demanda por capital K, decrescente

200
150
|
N4
100
50
0

2 4 6
r (preco do capital)

Figura 80: Demanda por capital decrescente em r. Para a tecnologia Cobb-Douglas F(K,L) =

AK®LP com a+ 3 < 1, as CPOs pFy = r, pF; = w dio a demanda 6tima K*(r) a p,w
fixos. A curva é decrescente, confirmando 0K /or < 0.
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31 Mapa da Matéria da Prova

A prova segue a estrutura abaixo (escopo divulgado e calibrado pelas provas de 2022, 2024 e 2025):

Bloco Peso Conteudo

Questao 1 — Teorema 1,0 Demonstragao das condig6es
necessarias e suficientes
para maximo/minimo

12 parte 40% Derivada / Antiderivada,
EDO de 22 ordem
(A>0, A=0, A<O0),
Gréfico / Analise

22 parte 60% Max. lucro, Max.
utilidade, Min. custo //
Min. despesa (otimizagao
com e sem restricdo, estatica
comparativa, Teorema do
Envelope)

A demonstragao cai s6 na Questao 1 (caso univariado via Taylor; caso multivariado
via Hessiana). Nos demais blocos o que se cobra é calculo e modelagem econémica,
nao prova de teorema.

Organizacao: (I) Simulado 1 (formato da prova, mix geral com firma); (II) Simulado 2 (teoria
do consumidor); (III) Bateria de exercicios por tépico; (IV) Gabarito completo; (V) Checklist
de véspera.
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32 Parte | — Simulado 1 (10,0 pontos)

Tempo sugerido: 2h. Gabarito na Parte IV.

32.1 Questado 1 (1,0 ponto)

Seja f : R — R duas vezes diferencidavel e z* um ponto interior do dominio.

a. Enuncie e demonstre as condi¢oes necessarias de 1? e 2% ordem para que =* seja minimo
local.

b. Enuncie as condi¢oes suficientes e prove que garantem minimo local estrito.

c. Generalize para f : R — R: CPO e CSO (Hessiana) para minimo e maximo, casos n = 2 e
n=3.

32.2 Questao 2 (1,5 ponto)

Utilizando os teoremas de derivacao, calcule a derivada de

V24 3z

fle) = =% + In(5 + 3% + xe*)

32.3 Questao 3 (2,0 pontos)

a. (1,0) Calcule /:E3 In(z? + 2) dx.

b. (1,0) Resolva y” + 6y’ + 9y = 5, com y(0) = L} e y(0) = 0.

32.4 Questao 4 (1,5 ponto) — Grafico / Analise

Dada f(z) = 2® — 322 — 92 + 5, encontre os intervalos de crescimento/decrescimento e de concavi-
dade/convexidade, localize os pontos de méximo, minimo e inflexao, e faga um esbogo do grafico.

32.5 Questao 5 (4,0 pontos) — Minimizacdo de Custo da Firma

Uma firma produz y = f(K, L), com fu, fr, >0, frr, frr <0, fxr = fox > 0. Sejam r o preco
do capital e w o salario.

a. (1,0) Escreva o problema de minimizagao de custo para um nivel de produgao q. Monte o
Lagrangeano, encontre as CPO e diga quais sao as CSO.

b. (0,5) Represente o problema graficamente (isoquanta e isocusto).
c. (1,0) Diferencie as CPO e encontre o sinal de 0K /0r e de 0K /0q.
d. (1,0) Suponha f(K,L) = K'2LY2. Encontre K*, L*, \* e a funcio custo C*(r,w, q).
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e. (0,5) Verifique, pelo Teorema do Envelope (Lema de Shephard), que 0C*/or = K* e

0C*/0q = X*. Qual o grau de homogeneidade de C* em (r,w)?
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33 Parte Il — Simulado 2 (10,0 pontos) — Teoria do Consumidor

Tempo sugerido: 2h. Gabarito na Parte IV.

33.1 Questdo 1 (1,0 ponto)

Seja f : R — R duas vezes diferenciavel. Enuncie e demonstre as condigoes necessarias e
suficientes para que x* seja um ponto de maximo local.

33.2 Questdo 2 (1,5 ponto)

Calcule a derivada de

33.3 Questao 3 (2,0 pontos)

a. (1,0) Calcule /w2 Inxdz.

b.

(1,0) Resolva y” — 3y’ + 2y =4, com y(0) =4 e y’'(0) = 5.

33.4 Questao 4 (5,5 pontos) — O Consumidor por Inteiro

Seja U(zy,,) a utilidade, p; o preco do bem i e R a renda. Considere U; > 0, U;; <0, U;; > 0.

a.

(1,0) Escreva o problema de maximizacao de utilidade. Monte o Lagrangeano, encontre as

CPO. Quais sdo as CSO?
(0,5) Represente graficamente.
(1,0) Diferencie as CPO e encontre o sinal de 0z, /9p; e de dz,/0R.

1/2_1/2 .
(1,0) Para U(zy,xy) = xl/ 1'2/ , encontre as demandas marshallianas =3, 5 e \*.

. (1,0) Encontre a utilidade indireta V(p,, py, R); pelo Envelope, calcule 0V /Op, e OV /OR e

verifique a Identidade de Roy.

(1,0) Resolva agora o dual (minimizagdo de despesa) para atingir utilidade U: encontre as
demandas hicksianas hq, hs, a fungdo despesa E*(p;,py, U) e seu grau de homogeneidade nos
precos.
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34 Parte Il — Bateria por Topico

Sem demonstracées — s6 cédlculo e modelagem. Varios itens vém de provas e testes
anteriores.

34.1 Toépico A — Derivacao

2+ 3x
In(1 — 2z + x32)°

A2. f(x) = (5 —2)" +evV® —In(z® + 1).

Al. f(x) =2t +

A3. f(z,y) =xy+€” *+v°: derivadas parciais de 1* e 2* ordem; mostre f,, = f,,.
A4. f(z,y) = 2%’ (Cobb-Douglas): parciais de 1* e 2* ordem e verifique foy = Fya-
34.2 Tépico B — Antiderivada (Integracdo por Partes e Substituicdo)
Por partes:

B1. /(ln:n)de HRB2. /(2 + 5x) /3 dx EB3. K /xQe“’ dz

B4. /(2 + 3x) e®® dx *RBH.F* /x In(x + 1) dx EBE.FF /x3 In(2? +2)dx

Por substituicdo:

2
B7. /:L‘e””2 dz **PBR.F* /de **PQg k* /:cQ\/x3+1dx

3 4+ 322 —2

1
B1o0. /de *¥B11.** (substituicdo + partes) /x e da

34.3 Topico C — EDO de 22 Ordem

Cl. (A>0)y" =5y +6y=5,y0)=2,y(0)=1
C2. (A=0)y" —4y +4y=5,y(0) =2, y'(0) = —1.
C3. (A <0)y” +2y +5y =10, y(0) = 3, 4/ (0) = 0.
C4. (A<0,a=0)y"+4y=38,y(0)=3, y'(0) =2.
C5. (A =0)2y”" —8y +8y=16,y(0) =3, y'(0) = —1.
C6. (A >0)y” + 5y + 4y =1 (solugao geral).

34.4 Topico D — Analise de Funcao / Grafico

D1. f(x) = 23 + 322 + 2x. D2K* f(x) = ot — 222 D3F* f(x) = 32t — 4ad.
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34.5 Toépico E — Otimizacdao sem Restricao (Max. Lucro)

E1. (Concorréncia perfeita, 2 insumos) max, ; 7 = p f(K, L)—wL—rK: CPO, CSO e interpretacio
de fx/fr =r/w.

E2. (Monopolista, 2 mercados) P, = 50 — 5@, P, = 100 — 10Q,, custo C' = 90 + 20(Q; + Q).
Encontre (Q7, Q%), pregos, lucro e verifique a CSO. Onde o preco é maior?

E3. (Monopolista, 1 mercado) demanda inversa P = 100 —2Q, custo C' = Q%+ 10Q + 50. Encontre
Q*, P*, lucro e verifique a CSO.

E4. (Concorréncia perfeita, 1 produto) 7(q) = pq— (¢ + ¢1q9 + %02q2). Encontre ¢* e interprete.

34.6 Topico F — Otimizacdo com Restricdo (Min. Custo // Min. Despesa)

F1. (Firma, Cobb-Douglas) minrK + wL s.a. KY2LY? = ¢ K* L*,\*, C*, homogeneidade,
0C* /0q.

F2. (Firma, CES) minrK + wL s.a. (K? + LP)%/? = ¢: K*, L*, funcio custo e homogeneidade.

F3. (Firma, 3 insumos) f = KY4LY4 X2 precos r,w,pyx: K*, L*, X*, \*, funcdo custo e homoge-
neidade.

F4. (Consumidor, despesa, genérico) minp;z; + pyzy s.a. U(xq,2,) = U: CPO, CSO e sinais de
0x1/0U e 0z, /0p;.

F5. (Consumidor, 3 bens Cobb-Douglas) U = x}/4x;/4a:§/2: x;, A", funcdo despesa e homogenei-
dade.

F6. (Consumidor, utilidade CES) U = (z¥ + x5)/?: demandas marshallianas x7, x%.
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35 Parte IV — Gabarito

35.1 Regras de derivacdo e estratégia (referéncia)

Tenha estas regras a mao para todas as questoes de derivada. Sejam f, g derivaveis e ¢
constante.

Regras basicas.

(c) =0, (x™) =na™ 1, (cf) =cf.
Soma / diferenca. (f+g) =f +g'.
Produto. (fg) =f'g+ fg.
f>/ _S9—1d
g 9P
Cadeia. [f(g(z))]" = f'(g9(x)) g’ (x).

Exponencial e logaritmo.

Quociente. (

(e*) =e*, (e9) =elyg, (a®) =a®Ilna, (a9) =a%lnayg’,
1 g 1
Inz) = — Ing) == log z) = :
(nay =2, (ngy =2, (og, 2 = o
Poténcia de expoente variavel (base e expoente dependem de z). Escreva u¥ = e?"% e derive

pela cadeia/produto:
/

(u”)/ :u”<v’lnu+vu—).
u
Casos titeis: 27 = "% = (2%) = 2%(lnz + 1); 29 = eI®,

Estratégia para expressoes grandes (a ideia central de todas as questdes de derivada):

Identifique a estrutura externa — é soma, quociente, produto ou poténcia u"?

Quebre em blocos menores e¢ nomeie-os (por exemplo f = A + 5)

Derive cada bloco com a regra apropriada acima.
Recombine pela regra da soma/produto/quociente.
Quando houver expoente varidvel ou produtos/quocientes longos, use diferenciagio lo-

garitmica: tome In f, derive (fT/ = ...) e multiplique por f.

SN Rl

316



35.2 Gabarito — Simulado 1

35.2.1 Questdo 1 — Condicdes necessarias e suficientes (minimo)

Enunciado. Seja f: R — R duas vezes diferencidvel e x* um ponto interior. (a) Enuncie e demonstre
as condigoes necessdrias de 1% e 2% ordem para x* ser minimo local; (b) enuncie as suficientes e

prove que garantem minimo local estrito; (c) generalize para f : R — R (CPO e CSO via Hessiana,
casosn =2 en=3).

A ferramenta central é a expansao de Taylor de 22 ordem com resto, que decorre do Teorema
do Valor Médio (e este, do Teorema de Rolle). Para Az pequeno, existe 6 € (0,1) tal que

fl@*+ Az) = f(z*) + f/(z*) Az + 5 [ (2" + 6 Az) (Az)2. (T)

a) Condigdes necessarias.

Se z* é minimo local, entao, para todo Az pequeno,

f(z™ + Az) — f(z*) = 0.
Substituindo (T), isso significa
f(@*) Az + 3 f" (2" + 0Az)(Az)? > 0.

Para Az — 0 o termo linear domina. Se fosse f’(z*) > 0, escolhendo Az < 0 pequeno o lado direito
ficaria negativo — contradi¢do. Se fosse f’(z*) < 0, escolherfamos Az > 0. Logo a condigao
necessaria de 12 ordem ¢é

f'(z*)=0.
Com f’(z*) =0, a desigualdade (T) reduz-se a
217 (z* 4+ 0Az) (Az)? > 0.

Como (Ax)? > 0, devemos ter f”(x* + 0Ax) > 0; fazendo Az — 0 e usando a continuidade de f”,
obtém-se a condicao necessaria de 22 ordem

f”(IE*) > 0.

b) Condigoes suficientes.

Suponha agora f’(z*) = 0 e f”(z*) > 0. Por continuidade, f” > 0 em toda uma vizinhanca
de z*. Entao, para Az #* 0 pequeno, o ponto intermediario x* + Ax estd nessa vizinhanga e
f"(z* + 6Ax) > 0. Por (T), com termo linear nulo,

fl@*+ Az) — f(z*) = 5 f"(z* + 0Az) (Az)? > 0.
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Portanto f(z*) < f(z* + Ax) para todo Az # 0 préximo: z* é minimo local estrito. (Para
méximo, basta f”(z*) <0.) B

c) Caso multivariado.

A expansdo de Taylor passa a ser

Fla* + Ax) = f(a*) + Vf(a*) Az + L AcTH Az + o | Ax]2),

com Hessiana H = (f;;(z*)), f;; = 8°f/0x;0x;. As condigdes sio:

(3

e CPO: Vf(z*) =0, ie. f;(z*) =0 para todo i.
o CSO pelos menores principais lideres D), = det H (kxk).

— Minimo (H definida positiva): D; >0, Dy >0, ..., D,, > 0 (todos positivos).
— Méximo (H definida negativa): sinais alternados comegando negativo, D; < 0, Dy >
0, D3 <0,...

Para n =2, com H = Ju i e |H| = fi1fon — f2:

=2 “\Fiy Fo = JiiJo2 = Jiz*

min: f;; >0, |[H| > 0; max: f;; <0, |[H|>0; sela: |[H| < 0.
Para n = 3, usam-se D, = f,;, Dy = ?1 ;12 e Ds = |H|, com os mesmos padrdes de sinal.
12 Jo2

35.2.2 Questao 2 — Derivada

Enunciado. Utilizando os teoremas de derivag¢io, calcule a derivada de f(x) = 2% +

V2 + 3z
In(5+ 3% + xe®)’

Estratégia. Seguindo a referéncia, identificamos a estrutura externa (uma soma de dois blocos)
B
e quebramos f em fung¢des menores: f(z) = =% + o com B =+v2+3zx e C =1In(5+ 3" + ze”).

Derivamos cada bloco — z* (poténcia de expoente varidvel), B (cadeia) e C' (cadeia no logaritmo)
— e recombinamos com a regra do quociente.

Para o primeiro termo, reescrevemos como exponencial: 2% = e*"#, Derivando,

d d
%xr = etlne. %(xlnx) =2z"(Inx +1).

Para o quociente, calculamos as derivadas das partes. O numerador:

d 3
B = —(2+43n)? = ———.
S R WG s 7

O denominador, pela regra da cadeia no logaritmo:
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1 3*In3 + (1 + x)

O/ = (3*In3 4 ¢* + we”) =
53 L oo (0 I3t e+ et 5+ 3% + zev

+  B'C— BC' N
) = ————— e somando o primeiro termo:

02

Qltw

Aplicando a regra do quociente (

3 3*In3+e*(1+ )
- \27 3%
5 3.’L’ €T
Fla) = 2%(Inz + 1)  2Y2+32 = FIATT O In(5 + 37 + ze”).

35.2.3 Questdo 3a — [2®In(z? + 2)dx

Enunciado. Calcule a integral /x?’ In(2? + 2) dz.

Integramos por partes com u = In(2? + 2) e dv = 2® dz. Entdo

2z xt

duzmdx7 v=—.

Logo

/31(2+2)d x41(2+2) 1/ A
xz° In(z x=—In(z — = | ——d=x.
4 2) x2+2
A integral restante resolve-se por divisao polinomial:
5 4x x® x?
_ .3 _ 2 2

Substituindo de volta:

zt zt  2?
/w3ln(ac2+2)d:r: Zln(:r2+2)—§ —|—?—ln(:n2—|—2) +C.
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35.2.4 Questdao 3b — y” + 6y +9y =5

Enunciado. Resolva a EDO de 2 ordem y” + 6y’ 4+ 9y =5, com y(0) = 5 e y'(0) = 0.

A equagao caracteristica é

r?+6r+9=(r+32%=0 = r=-3 (raiz dupla, A =0).

A solucdo homogénea, no caso de raiz dupla, leva o fator x:

yn(z) = (C + Coz) e %7

Para a solugao particular, como o termo forcante é constante, tentamos y,, = A:

9A=5 — A:g.

A solugdo geral é, portanto,

Aplicamos y(0) =

5 14
Cl+§:§ — Cl:]‘

Derivando, y'(z) = e 3*(C, — 3C, — 3C,x), e impondo y’(0) = 0:

02_301:0 — 02:3

y(x) = (1+3z)e 3 + g

Verificagdo: y(0) =1+

ol
Il
|
¢
@\
—~
(a=)
=
Il
w
|
w
I
(e}
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35.2.5 Questdo 4 — Andlise de f(r) = 23 — 322 — 92 +5

Enunciado. Dada f(x) = 23 — 322 — 92 + 5, encontre os intervalos de crescimento/decrescimento
e de concavidade/convexidade, localize os pontos de mdximo, minimo e inflexdo, e faga um esbogo
do grifico.

Comecamos pela primeira derivada, que controla crescimento e extremos:

f(x) =322 —6x—9=3(z—3)(z+1).
As raizes sdo x = —1 e x = 3. Estudando o sinal:

e f'(z)>0em (—oo,—1) e em (3,00) — funcao crescente;
e f'(z) <0em (—1,3) — fungdo decrescente.

A segunda derivada controla a concavidade:

f’(x) =62 —6=06(x—1).
Avaliando nos pontos criticos:

e f"(—1)=-12<0, logo x = —1 é maximo local, com f(—1) = 10;
e f"(3)=12>0, logo x = 3 é minimo local, com f(3) = —22.

Quanto & concavidade: f” < 0 em (—o0,1) (concava) e f” > 0 em (1,00) (convexa), com ponto
de inflexdo em x = 1, onde f(1) = —6.

Esbocgo: cubica que cresce, atinge o méximo (—1, 10), decresce mudando de concavidade na inflexao
(1,—6), alcanga o minimo (3,—22) e volta a crescer.

35.2.6 Questdo 5 — Minimizacao de custo da firma

Enunciado. Firma com y = f(K,L) (fx,fr > 0, fxr,frr <0, fxr = frx > 0), preco do
capital r e saldrio w. (a) Escreva o problema de minimizacio de custo para produg¢io q, com
Lagrangeano, CPO e CSO; (b) represente graficamente; (c) ache o sinal de 0K /Or e 0K /0q;
(d) para f = KY2LY?, encontre K*,L*,\* e C*(r,w,q); (e) verifique o Envelope/Shephard e a
homogeneidade de C*.

a) Problema, Lagrangeano e CPO.

O problema é
in K + wlL . K. L) =
min 7K +w s.a f(K,L)=gq,
com Lagrangeano

L(K,L\) =rK +wL + Mq— f(K,L)).
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As condicoes de primeira ordem sao

%:r—)\fK:O, %:w_)\fLZOa %:

Dividindo as duas primeiras, o multiplicador cancela e surge a condi¢cdo de tangéncia:

S - (TMST = razao de precos dos fatores).

I w

A CSO usa o Hessiano orlado

B Mg Ak —fk
H=| Ak =AM —Io]>
— [k =L 0

e a condi¢do de minimo é |H| < 0.

b) Gréfico. No plano (L, K), a isoquanta f(K,L) = g é convexa, com inclinagdo 25 — —]’Z—IL(; a

isocusto rK + wlL = C ¢ reta com inclinagao —’. O 6timo ¢ a tangéncia entre a isoquanta dada
e a isocusto mais baixa possivel.

c) Estatica comparativa. Diferenciando o sistema de CPO (Teorema da Funcdo Implicita) e
resolvendo por Cramer, com |[H| < 0:

OK _ J2 . 0K AUk —lnf)

or A dq |H]|

Ou seja: encarecer o capital reduz seu uso; produzir mais eleva a demanda por capital.
d) Cobb-Douglas f(K,L) = K'/2L'/2,
O Lagrangeano fica

£ =rK+wL+ \q— KY2L'Y?),

com CPO

r=AIKYRLV2 0w = ALKV

Dividindo uma pela outra obtemos a tangéncia

=
S

Substituindo na restricio K/2LY/2 = ¢:
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K1/2(5K>1/2 =q = K\/g:q.

Isolando, obtemos as demandas condicionais de fatores e o multiplicador:

K*:q,/%, =g/l =2/

A funcao custo no 6timo é

C*(r,w,q) = rK* +wL* = gv/rw + ¢/Tw = 2q\/rw.

e) Envelope (Shephard) e homogeneidade. Derivando C* diretamente,

o0 :q\/E:K* oo e
or r Jdq

E C* é homogénea de grau 1 em (r, w): multiplicar r e w por ¢t multiplica \/rw — e portanto o
custo — por .
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35.3 Gabarito — Simulado 2 (Teoria do Consumidor)
35.3.1 Questdo 1 — Condicées para maximo

Enunciado. Seja f: R — R duas vezes diferencidvel. Enuncie e demonstre as condigcdes necessdrias
e suficientes para que x* seja um ponto de mdaximo local.

Pela expansdo de Taylor de 2* ordem (T), f(z* + Axz) = f(z*)+ f/(z*) Az + 1 f" (2" + 0Az)(Az)?.

Se z* ¢ maximo local, entdo f(z* + Az) — f(z*) < 0. Pelo mesmo argumento de sinal do termo
linear (agora invertido), a 1* ordem exige

f/() =0,

Com isso, 3 f”(z* + Az)(Az)? < 0, e como (Az)? > 0, a necesséria de 2* ordem é

f”(.%'*) <0.

A condigao suficiente é f'(z*) = 0 e f”(z*) < 0: por continuidade f” < 0 numa vizinhanca, e
entao

flz*+ Az) — f(z*) = 2 f"(z* + 0Az)(Az)? <0 = méximo local estrito. B

No caso multivariado, CPO V f(z*) = 0 e CSO com Hessiana definida negativa (menores princi-
pais alternando, D; < 0, D, >0, ...).

35.3.2 Questao 2 — Derivada

>1’+1 e:v2+2:z:+1

_|_ —
Voxr —2
Estratégia. A estrutura externa é uma soma de trés blocos; quebramos f e derivamos cada um

pela regra adequada da referéncia (poténcia de expoente varidvel no 1°, quociente com cadeia no
2 exponencial a” no 32). Tratamos os trés termos separadamente.

1
Enunciado. Calcule a derivada de f(x) = <;

1>ff+1 — (@) In(1/z) _ p—(z+1)

Termo 1. Reescrevemos (5 nz - Pela cadeia,

d 1 z+1 1 z+1 .’L'—|-1
A e

Termo 2. Note 22 + 2z + 1 = (2 + 1), logo o numerador é N = @D com N’ = 2(z + 1)el@+1)?,

e 0 denominador D = (5z — 2)Y/2 com D’ = —————. Pela regra do quociente,
(5o =2) 25z — 2 preced
5
oz +1)ele+1 \fog =3 — e+ O
d el@tD)? ( ) 2v/bx — 2

dz 5z —2 5z — 2
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Termo 3. i?ﬂ” = 3%In3.
dx

Somando,

5 e(a:+1)2

2z 4+ etV /5y —2 - =
oy 2Vor =2 _ gryg.

F(a) = (1>M<_m_“1)+

T T 5 — 2
35.3.3 Questdo 3a — [z?lnzdx
Enunciado. Calcule a integral /332 Inzdex.
Por partes, com v = Inx e dv = 2% dx:
1 a3
du=—d = —.
U . x, v 3
Logo
3 3 1 3 1
/w2lnxdx = glnx—/g . ;dx: Zlnw—g/:ﬁdx.
Concluindo,
3 3 3 1
/x2lnxd:c = %mx— % +C = %(lnx— §> +C.

35.3.4 Questido 3b — ¢y — 3y +2y =4

Enunciado. Resolva a EDO de 2% ordem y” — 3y’ + 2y =4, com y(0) =4 e y'(0) = 5.

Equacao caracteristicas:

r?—3r+2=r—-1r—-2)=0 = r =1r,=2 (A=1>0).

Solugao homogénea:

yp, (1) = Cpe® + Cye?®.

Particular constante: 24 = 4 = A = 2. Solucéo geral:

y(z) = Cre® + Cye®® + 2.

Condigoes iniciais. De y(0) = 4:
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Como y'(z) = C,e® + 2C,e**, de y'(0) = 5t

Cl +202 == 5

Subtraindo as duas, Cy, =3 e C} = —1:

y(z) = —e® + 32 + 2.

Verificacao: y(0) =—-1+3+2=4 ey’ (0)=—14+6=5 .

35.3.5 Questdo 4 — O consumidor por inteiro

Enunciado. Seja U(zy,75) a utilidade, pregos p;, renda R, com U, > 0, Uy <0, Uj; > 0. (a)
Escreva o problema de maximizag¢io de utilidade, com Lagrangeano, CPO e CSO; (b) represente
graficamente; (c) ache o sinal de Ox,/0p, e 0x,/OR; (d) para U = :1;}/296;/2, encontre x7, x5, \*;
(e) ache a utilidade indireta V', calcule OV /Op,, OV /OR e wverifique a Identidade de Roy; (f)
resolva o dual (minimiza¢io de despesa para U ): demandas hicksianas, fung¢do despesa E* e sua
homogeneidade.

a) Problema, Lagrangeano, CPO.

max U(zy,2,) s.a. pi@; + pyxy = R; L=U(x,3y) + AR — py@y — pa).

Tq1,To

CPO:

Uy —Apy =0, Uy — Apy =0, R —pyxy —pyzy =0,

donde a tangéncia

Y_n
Uy
_ Uy Ui —m _
CSO: Hessiano orlado H = | Uy; Usy —py | com |H| > 0 (méximo).
1 —p2 0

b) Grafico. Curvas de indiferenca convexas; reta orgamentaria com inclina¢do —p; /p,. Otimo na
tangéncia da curva de indiferenca mais alta com a restrigao.

c) Estatica comparativa. Diferenciando as CPO e resolvendo com |H| > 0:

0 0
a—xl < 0 (demanda decrescente no préprio prego), % >0 (bem normal).
P1
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d) Cobb-Douglas U = xi/Q:E;/Z.

. < ~1/2_1/2 1/2_—1/2 A
As derivadas sdo U; = 32, / x2/ elU, = %531/ Ty 2. A tangéncia da
U x
a2 _ho o Dy
Uy x  py P

Na restrigdo orcamentaria:

D1%y + Dy %xl =R = 2pjr, =R
2

Logo

! 21717 2 21727 b1

(Regra Cobb-Douglas: metade da renda em cada bem, pois os expoentes sao %, %)

e) Utilidade indireta, Envelope e Roy. Substituindo as demandas em U:

1/2 1/2
V(p1:pa, R) = (;};) (21;) = 2\/%-

Pelo Envelope, a partir de £,

ov 0L . u ov. 9L .
— = | ==\, — = —| =A%
opy  Opy|, OR ORI,
1
Derivando a forma fechada: a—v = —% = v e a—v = = K A Identidade de
dp 4p)*py 2p1  OR 2pp; R
Roy confirma:
_8V/8P1 _ __V/(2p1) _ £ -
OV /OR V/R 2pq r
f) Dual — minimizacgao de despesa.
;nig? D1%T1 + Poxy  S.8. ximxéﬂ =U; L = pyxy + poxg + pu(U — xi/Qxé/Q).
A mesma condigao de tangéncia 2_h vale, mas agora a substituimos na restrigao de utilidade
L1 P2
27?2y* =U. Com z, = Ty,

1/2 (py Y2 PL ]
x <E‘T1> =U = @/ =U
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Obtemos as demandas hicksianas:

A funcao despesa é

E*(py,p2,U) = prhy + pyhg = U/D1py + U/D1py = 2U+/D1p3,

homogénea de grau 1 nos precos. (Lema de Shephard: OE*/0p, = U\/py/p, = h;.)
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35.4 Gabarito — Bateria
35.4.1 Tépico A — Derivacao

Aplicam-se as regras de derivagao e a estratégia da referéncia no inicio desta Parte
IV: identificar a estrutura, quebrar em blocos menores, derivar cada um e recombinar.

243z

Al. E jado: ; =zt :
nunciado: calcule a derivada de f(x) = x + In(1 — 2z 1 22

Para =+t = e(:zc+1)1n:z:7
d 1
—xr+1:xm+1(lnx+x+ )
dx x
Para o quociente, N =2+ 3z (N’ =3) e D = In(1 — 2z + 232) com D’ = ﬂ Assim
1 . - - 1 — 2+ 232 ’
—2 + 32231
31In(1—-2 32) (24 32)——— s
n zHz) -2+ x)1—233+x32

f’(x):x”+1<lnx+x+1>+ 5

z [In(1 — 22 + 232)]

A2. Enunciado: calcule a derivada de f(z) = (5z — 2)* + eV® —In(z® + 1).

Para (bx — 2)* = e®n(52-2)

d . . S5x
(52— 2)* = (50 —2) <ln(5x—2)+ 5:5—2)'

Ve d 32

Os outros termos: %eﬁ = 26\/5 e In(z®+1) = x;i T Portanto,

n T > n ev® 322
5c—2) " 2z 2+ 1

F/(z) = (5z — 2)° ( In(5z — 2)
A3. Enunciado: para f(x,y) = zy + em2+y2, calcule as parciais de 1% e 2% ordem e mostre que
fry = Jyz-

As parciais de 1? ordem sao

fo =1y +2x et fy=2+2y et

As de 22 ordem:

fro = (24 42%)e™ V" f = (24 dyP)er Y,

(1/’2 2_
foy=1+daye”™ ™V =f .V
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A4. Enunciado: para f(x,y) = x%® (Cobb-Douglas), calcule as parciais de 1% e 2% ordem e
verifique fr, = fy.-

Parciais:

fow=ala—Da* 2 f, =bb—1)a%y">,
Juy = ab oyl = Jyar v

35.4.2 Toépico B — Integracao por partes
B1. Enunciado: calcule /(lna:)zdx.

Por partes, u = (Inx)?, dv = dx, du = m%dx, v = z. Entao

/(lnm)zdx =z(lnz)? — 2/lnxd:(: =z(lnz)? —2(xlnz —x) + C.

/(1n:v)2dx =z[(lnz)>—2Inz + 2] + C.

B2. Enunciado: calcule /(2 + 5x)e®/3 d.

Por partes, u = 2 + 5z, dv = e*/3dz, du = 5dz, v = 3¢*/3. Entéo

/(2 + 52)e*3dx = 3(2 + bx)e/3 — 15 / e*3dx = 3(2 + bx)e™/? — 45e*/3 4+ C.

/(2 + 52)e*/3dx = (15z — 39)e*/? + C.

B3. Enunciado: calcule /xze_z dz.

Por partes, u = 22, dv = e ®dx, v = —e~®. Primeira passagem:
/m2e_xdac = —z%e7 % + Q/xe_xdac.
A integral [xe *dz = —xze ™ — e * (nova integragdo por partes). Logo
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/:L‘zewd:v =—e %22 4+22+2)+C.

B4. Enunciado: calcule /(2 + 3z)e?® dx.

Por partes, u = 2 + 3z, dv = e**dx, v = %ezw. Entao

2+3 3 2+3 3
/(2 + 3z)e?*dx = %e% —3 /eQ”da: = ¥623‘ — Ze% +C.

1
/(2 + 3x)e®*dr = Z(G:c +1)e** + C.

B5. Enunciado: calcule /:L‘ln(a:+ 1) dx.

Por partes, u = In(z + 1), dv = zdx, du = I%_ldx, v = "72—2 Entao

2 1 2
/xln(m—i—l)dx:g1n(a;+1)—2/xilda:.

1
=%~ 1+ ——, temos [ rw—jld:r = % —x + In(z + 1). Portanto,

Como
x+ r+1

2 2

T 1
/xln(:z—i—l)dx—21n(:c+1)—4+2—21n(x+1)+0.

B6. Enunciado: calcule /x3 In(z2 4 2) dz. (idéntico & Questdo 3a do Simulado 1)

22

4
/:c3ln(1:2+2)dx: %ln(x2+2)—§ +?—ln(az2—|—2) +C.

B7. Enunciado: calcule /avew2 dx.

Substituimos u = 22, de modo que du = 2z dz, ou seja x dr = %du. A integral vira

1 1
/erde:Q/e“du:ze“—i—C.

Voltando a z,

1
/acerdm = 5612 +C.
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2
B8&. Enunciado: calcule / S b dzx.
x3 4+ 3x2 — 2

Repare que o numerador é exatamente a derivada do denominador. Substituindo u = x3 + 322 — 2,
temos du = (3z% + 6x) dz, e a integral assume a forma [ fT:

3x* 4 6x
/x3+3$2—2 / =Inlu|+ C.

322 +6
/de:ln|x3+3x22|+0.

B9. Enunciado: calcule /acz Vi +1dx.

Substituimos u = 23 + 1, com du = 322 dz, isto é 2% dx = %du. Entéo

1 1 2
/x2\/:c3+1da::3/u1/2du:3 § w24+ C.

/ 2V ad + dx— (z —i—l)/ + C.

B10. Enunciado: calcule/lnwdx.
T

Substituimos v = Inx, com du = % dx. A integral fica imediata:

1 2
/mdx—/udu:u2+0.

2
/de— ;) +C.

B11. Enunciado: calcule /ac?’e“z dz (substituicao + partes).

Aqui combinamos as duas técnicas. Primeiro a substituicio u = 22 (du = 2xdx); como z3dx =

:cz-:cdx:u‘%du,
1
/3:369”2 dx = 2/ue”du.

A integral em u resolve-se por partes ([ ue"du = ue* — e*):

1 u _1 u u
2/ue du-2(ue e') + C.
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Voltando a z,

1
/33369”2 dx = 56’”2 (z2—1)+C.

35.4.3 Topico C — EDO de 22 ordem

C1. Enunciado: resolva y" — 5y’ + 6y =5, y(0) =32, y/(0) =1 (A >0).

r? —5r+6=(r—2)(r—3)=0=r=2,3. Particular: 64=5=A=23.

y = C e?® + Ched® + %.

— 2 3z 5
y=—e"+er+ ;.

C2. Enunciado: resolva y" — 4y’ +4y =5, y(0) =3, y/(0) =—1 (A=0).
12 —dr+4 = (r—2)2 = r =2 (dupla). Particular: 44 =5 = A = %.

y=(C; + Cﬂ)@% + %

—_

31:(1—% )62w+%

C3. Enunciado: resolva y” + 2y’ + 5y = 10, y(0) =3, y'(0) =0 (A <0).
2 4+2r+5=0=r=—1+2i (a« =—1,8=2). Particular: 54 =10= A = 2.

y = e ¥(Cy cos 2z + Cysin 2x) + 2.

y(0)=C +2=3=C, =1;y/(0) = —C, +2C, =0 = C, = L.

Yy = e‘x<cos23:+ %sin2x) + 2.

C4. Enunciado: resolva y” +4y =8, y(0) =3, y'(0) =2 (A <0, a=0).
P +4=0=r=42i (a =0,8=2). Particular: 44 =8 = A = 2.

y = C; cos 2z 4+ Cy sin 2z + 2.

y0)=C,+2=3=C, =1;y =—-2C;sin2z + 2C, cos 2z, y'(0) =2C, =2 = Cy, = 1.
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‘yzcos2x+sin2x+2.‘

C5. Enunciado: resolva 2y” — 8y’ + 8y = 16, y(0) =3, y'(0) = -1 (A =0).
Dividindo por 2: y” — 4y +4y =8, (r—2)2 =0, r = 2 (dupla). Particular: 44 =8 = A = 2.

y = (C} + Cyx)e® + 2.

y(()) - Cl "‘ 2 — 3 = Cl — 1, y/ — 62$(C2 + 2C1 + 2C2$)7 y/(0> - CQ + 201 — _]. = 02 — _3

y = (1—3x)e® + 2.

C6. Enunciado: resolva (solugio geral) y” + 5y’ + 4y = 1.
r+5r+4=(r+1)(r+4)=0=r=—1,—4. Particular: 4A=1= A= i.

y=Cre®+ Cheto + 1.

35.4.4 Toépico D — Analise de funcao

D1. FEnunciado: analise f(x) = x® + 322 + 22 (crescimento, concavidade, extremos, inflexdo).
f(x) =322 +6x+2=0=2=—1+ % ~ —0,42; —1,58. f”(z) = 6z 4+ 6: maximo local em
r ~ —1,58 (f” < 0), minimo local em = ~ —0,42 (f” > 0). Coéncava em = < —1, convexa em
x> —1, inflexdo em z = —1 (f(—1) = 0).

D2. FEnunciado: analise f(z) = z* —22%. f'(z) = 423 — 42 = 42(2? - 1) = 0 = =z = —1,0, 1.
f”(z) = 1222 — 4: minimos em z = +1 (f = —1), méaximo local em x = 0 (f = 0). Inflexdes em
T = i%. Funcéo par, em “W”".

D3. Enunciado: analise f(z) = 3z* — 423, f/(x) = 1223 — 1222 = 122%(x — 1) = 0 = x = 0, 1.
f/(z) = 362% — 24x = 122(3x — 2). Em z = 1, f” = 12 > 0: minimo (f(1) = —1). Em z = 0,
f” =0 e ndo hé troca de sinal de f” (ambos os lados f* < 0): é inflexdo horizontal, ndo extremo.

Inflexbesem x =0 e x = %

35.4.5 Topico E — Max. lucro

E1l. Fnunciado: firma em concorréncia perfeita com 2 insumos; escreva maXy j m = pf(K,L)—

wL —rK, ache CPO e CSO e interprete fr/f;, =r/w.
max; ;™ =pf(K,L)—wL—rK. CPO:

T =pfk —1r=0, mp=pfp—w=0 = pfx=r pf =w,
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f

r
donde £ = —: o valor do produto marginal de cada fator iguala seu preco, e a TMST iguala a razao
L w

de preos, €505 1, = p (I ), com mee = pfiec <0 V] = p(Frrc s~ fu) >0 —
Tk foo

maximo.

E2. FEnunciado: monopolista com 2 mercados, P, = 50 — 5Q, P, = 100 — 10Q,, custo C' =

90 4+ 20(Q, + Q5); ache (QF,Q%), precos, lucro e CSO; em qual mercado o prego é maior?

Substituindo as demandas inversas,

7= (50 —5Q;)Q; + (100 — 10Q5)Q5 — 90 — 20(Q; + Q5).

CPO:

or or
T _50-10Q, —20=0= Qi =3,  — =100—20Q, —20=0= Q} = 4.
8@1 1 1 8@2 2 2

0 —20
|H| =200 > 0, 7 g, = —10 < 0 — méximo. O prego é maior no mercado 2 (mais ineldstico):
regra RMg,=RMg,=CMg cobra-se mais de quem reage menos (discriminagao de 3° grau).

Pregos e lucro: P =35, Py =60, 7" =35-3+60-4—[90+20-7] = 115. CSO: H = <_10 0 ),

E3. Enunciado: monopolista (1 mercado) com demanda inversa P = 100 — 2Q e custo C =
Q? +10Q + 50; ache Q*, P*, lucro e verifique a CSO.

7= (100 — 2Q)Q — (Q* + 10Q + 50) = 90Q — 3Q2 —50. CPO: ©’ = 90— 6Q = 0 = Q* = 15. Entao
P* =100 —30 =70, 7* = 90 - 15 — 3 - 225 — 50 = 625. CSO: 1 = —6 < 0 — méximo.

E4. Enunciado: firma em concorréncia perfeita, w(q) = pq — (¢ + c1q + %02(]2); encontre ¢* e
interprete.

—c
m(q) = pq — (cg + €10 + 3¢3¢%). CPO: p—c¢; —cyqg =0 = ¢* = P74 50 v = —cy < 0.

Ca
Interpretagao: produz-se até preco = custo marginal (p = ¢; + ¢,q%).

35.4.6 Tépico F — Min. custo / Min. despesa

F1. Enunciado: min custo rK + wL s.a. KY2L'Y? = q; ache K*,L*,\*, C*, homogeneidade e
0C* /0q.

(ver Simulado 1, Q5d-e) Com f = K'/2L1/2:

K =q\/% L'=q/5 X =2V, C =2/,

homogénea de grau 1 em (r,w), com 0C*/0q = 2,/Tw = \*.

F2. Enunciado: min custo rK + wL s.a. (K? + L”)ﬂ/p =q (CES); ache K*,L*, a fung¢io custo e
a homogeneidade.
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Para f = (K? + L*)?/?, as derivadas sio fx = B(K? + LP)/P~1K°P~1 (idem f;). A tangéncia
fx/fr =r/wda

R NG
L Cw L \w '

Substituindo na restricio K” 4+ L? = ¢”/# e isolando,

1 1
re-T w1

1/p’
)

K* = ql/ﬁ - -
(re=T 4+ wet

A funcao custo simplifica para

p—1

CF — q1/5<rp—51 _I_wp—fl)T’

homogénea de grau 1 em (r,w) (e grau 1/5 em q).

F3. Enunciado: min custo com 3 insumos, f = KY/*LY*XY2 precos r,w, py; ache K*,L*, X*, \*,
a fungdo custo e a homogeneidade.

Para Cobb-Douglas com expoentes que somam 1, as participagdes de cada insumo no custo total
igualam os expoentes. Com ayx =a; = 1, ax = 3, a formula geral C* = qll,(p;/a;)% da

C*(r, w, Dy, @) = ¢ (41) V4 (4w) /4 (2p )2 = 2V/2 gt/ 4wt Ap?,

homogénea de grau 1 nos precos. As demandas saem das participagdes (p; X} = a,C*):

K*:g’ L*207 X*: C 5 A*:ac :g‘
4r 4w 2px dq q

F4. Enunciado: min despesa p1xy + poy s.a. U(xy,x5) = U (genérico); ache CPO, CSO e os
sinais de Ox,/0U e Ox,/0p;.

minp,z, + poty s.a. U = U, com £ = pixy + Palsy + (U —U). CPO: p; = plUy, py = pU,, U =T,
donde % = %. CSO (orlado): |H| < 0. Diferenciando as CPO (TFI) e resolvendo por Cramer:

0 0
% >0 (mais utilidade-alvo exige mais consumo), a—xl < 0 (efeito substitui¢do puro).
D1

F5. Enunciado: min despesa para U = x}/4x§/4:c§/2 (8 bens); ache z;, X\*, a fungio despesa e a
homogeneidade.

Por dualidade com a Cobb-Douglas (expoentes a; = ay = i, a3 = %, soma 1), a funcao despesa é
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=U H( ) = T (4py) /4 (dpy) /4 (2p3) V% = 2v/20 py"py "3,

homogénea de grau 1 nos pregos. As demandas hicksianas e o multiplicador sao

a, B . OE*  E*
xTr. = y )\ = ILL = — = —.
P ou U

Explicitamente, =7 = %E*/pl, x5 = %E*/p27 Ty = %E*/p:g.

F6. Enunciado: mavimizacio de utilidade CES U = (zf + 25)/?; ache as demandas marshallianas
x7,T5.

Como U, /U, = (x,/25)?71, a tangéncia d4

1 _
S el C N
Ty D2 Lo P2 P2 I—0p

Substituindo na restricdo orcamentaria p;x; + p,zs = R e isolando, obtemos as demandas
marshallianas CES:

__ Rpy” __ Rpy” _ 1
P17+ py P17+ py 1—p

O parametro o é a elasticidade de substitui¢do entre os bens.
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36 Parte V — Checklist de Véspera

O

O

O

O

O

O

0

Q1 (a demonstracao): CPO/CSO via Taylor (necessarias: termo linear f’ = 0; quadratico
f” > 0; suficientes: f” > 0/ < 0). Multivariado: Hessiana e sinais dos menores (D; > 0, ...

p/ min; alternando p/ méx).

Derivadas: 9@ = ed@ha o gz — erlnz. nroduto, quociente e cadeia (saber aplicar);

parciais e f,, = f,.-

Integragdo — por partes: LIATE; [(Inz)?, [2"Inx, [2%e?® (repetida), [3In(z? + 2)

(divisdo polinomial), [z In(z +1).

Integragido — substituicdo: achar u cuja derivada aparece no integrando; casos [ xeﬂ”2,

Ik fT/ =In|f], [2*V23 + 1, [112: ¢ combinar substituicdo + partes ([ z%e*”).

ot
EDO 22 ordem: caracterfstica r2 +ar+b = 0; A > 0 (reais), A = 0 (dupla, fator ), A <0
(Euler: e**(C| cos Sz + Cysin Bx)); particular constante bA = ¢; aplicar y(0),y’(0).

Gréfico: sinal de f’ (cresc./decr.), sinal de f” (concavidade), extremos e inflexdo (cuidado
com inflexdo horizontal).

Otimizagdo: Lagrangeano, CPO (tangéncia), CSO (Hessiano orlado: méx |H| > 0, min
|H| < 0).

Estatica comparativa: diferenciar CPO (TFI) + Cramer; sinais de 0z, /dp; < 0, dx,/0R >
0, 0K /or <0, 0K /0q > 0.

Envelope: consumidor 0V /0p, = —\*z}, OV /OR = X\* (Roy: z} = —g“%gﬁ); firma/despesa
oC* Jor = K*, 0C*/0q = X* (Shephard); custo/despesa homogéneos de grau 1 nos pregos.
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37 Parte VI — Gabaritos de Provas Anteriores

Resolugbes completas, linha a linha, das provas e avaliagoes substitutivas de 2022, 2024
e 2025 (arquivos na pasta prova/). Em ordem cronolégica.
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37.1 Prova 2 — 5 de novembro de 2022
37.1.1 Questdo 1 — Condicoes de otimalidade na minimizacao
Enunciado. Seja x* um ponto do dominio de f(x), funcio diferenciavel, tal que f(x*) < f(z) numa

vizinhanga de x* (minimo relativo). Quais sdo as condigoes necessdrias de 1* e 2% ordem? Quais
as suficientes do problema de minimizagdo? Prove.

Suponha f duas vezes continuamente diferenciavel e z* interior. A ferramenta é a expansdo de
Taylor de 22 ordem com resto de Lagrange: para Ax pequeno, existe 6 € (0,1) tal que

fla™ + Az) = f(z*) + f'(a¥) Az + 5 f7 (2" + 0 Az) (Azx)>.
Necessaria de 12 ordem. Como z* é minimo, f(z* + Ax) — f(z*) > 0. Para Az pequeno o

termo dominante é o linear, e f(z* + Az) — f(2*) = f'(z*) Az + o(|Az|) > 0. Dividindo por Az > 0
(Az — 07) da f'(z*) > 0; por Az <0 (Az — 07) d& f'(z*) < 0. Logo

f(z*) = 0.

Necessaria de 22 ordem. Com f'(z*) =0, f(z*+Az)— f(z*) = 1 f” (2" +0Az)(Az)* > 0. Como
(Ax)? > 0, segue f”(x* + 0Ax) > 0; fazendo Az — 0 e usando a continuidade de f”,

f//(x*) 2 0

Suficientes. Se f'(z*) = 0 e f”(z*) > 0, entdo por continuidade f” > 0 numa vizinhanca de z*;
para 0 < |Az| < §, o ponto z* + Az estéd nela e

flz*+ Az) — f(z*) = 5 f"(z* + 0Az) (Az)? > 0,

>0 >0

ou seja, * é minimo local estrito. B

37.1.2 Questdao 2 — Maximizacdo de utilidade

37.1.2.1 (a) n=2 — CPO e CSO

Enunciado. FEscreva o problema para n =2, as CPO e a CSO.

max U(zy,xy) sa. pi@y+poty =R, L=U+ MR —p1x; — pytsy).

T1,To

As CPO sao

Up = Apy, Uz = Apa, P1Ty +ppry =R = —=—.
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A CSO de méximo exige Hessiano orlado com determinante positivo:

- 0 —p1 —py _
H=|-p Uy Upgl|, |H| = —Uy1p5 + 2U,5p,py — Ugyp? > 0.
—py Uy Uy

37.1.2.2 (b) n=3 — CPO e CSO

Enunciado. Idem para n = 3.

max U s.a. Zpi ; =R, U, =Ap; (1=1,2,3),
T1,T2,T3 i

O Hessiano orlado é 4 x 4:

an]
I

|

s

e para maximo os menores principais orlados lideres alternam de sinal a partir do de ordem 3:
|Hs| >0e |Hy)| = |H| <O.

37.1.2.3 (c) Estatica comparativa: sinal de 0z, /0R
Enunciado. Diferencie as CPO e ache o sinal de 0x,/0R.

Diferenciando o sistema das CPO (n = 2) em relagdo a R:

Ulldxl + U12dx2 _pld)\ = 0,
U12dflf1 + U22d332 — pgd)\ = 0,
_pldl'l _de:EQ — _dR

Em forma matricial, H (dz,,dz,,d)\)" = (0,0,—1)"dR. Por Cramer,

% _ P1Usy jszlz_
OR |H |

Com p; = U, /A, o numerador vale +(U,U,, — U,Uy,); supondo bem normal e [H| > 0,

8;;%1 >0 (bem normal).
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37.1.2.4 (d) Demanda CES, n =3

Enunciado. Para U = [ai/ax(f*l)/g+a;/0x(2071)/0 _1_05;/036:(;71)/0]0/(071)

Escreva A = Zj a;/ U:Eg-afl)/ 7. de modo que U = A°/(?=1)_ A utilidade marginal é

U, = Al/le—1) o g7V,

(2 (2

A tangéncia U, /U; = p,/p; elimina o fator comum:

GG = renm
a; X Dy Tj Q5 ADPj

Logo p;x; = a;p; 7 (2,7 /c;); somando em i e usando Y. p;z; = R:

, 0> 1, encontre x} e \*.

R—Ljp?ZapI’” = o= P R po1,93
- ) k — _ ’ et At
aj - 77 Zjajpyl‘ o

O multiplicador é a utilidade marginal da renda. Com o indice de precos CES P

o\ 1/(1=0)
(Zj ajpyl' ) )

Pt

U (" ey
A = 1( ) _ (Zajpjl_—zr)
P1 7

Para ¢ > 1 a CES é estritamente quase-concava, garantindo a CSO de maximo.

37.1.2.5 (e) Utilidade indireta e Envelope

Enunciado. Seja V(-) a utilidade indireta. Pelo Envelope, ache OV /Op,; e OV /OR.

Pelo Teorema do Envelope, derivam-se apenas os pardmetros em £ = U + A(R — ) p;z;):

oV . % ov
— = —\'z], — =
a101

e combinando obtém-se a Identidade de Roy:

_8V/6p1
IV /OR’

*

ZE‘l:
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37.1.2.6 (f) Minimizacdo de despesa, 3 bens (genérico)

Enunciado. FEscreva o problema de minimizacdo de despesa com 8 bens; CPO e CSO.
min x; sa. U=U, L= a; + u(U —U).
,min Zi:p zi:p i )

CPO: p, = pU; (i =1,2,3) e U = U, donde B _ % (mesma tangéncia — dualidade). A CSO de

_ Pj j
minimo exige Hessiano orlado com |H| < 0.

37.1.3 Questdao 3 — Minimizacao de custo da firma

37.1.3.1 (a) Problema, CPO e CSO
r}r{li? rK+wL sa. f(K,L)=gq, L=rK+wL+ \q—f).

CPO: r = Afg, w= Af;, f = ¢, donde J}K — ~ . ©SO de minimo: Hessiano orlado com |H| < 0.

LW
37.1.3.2 (b) Estatica comparativa
Enunciado. Sinais de 0K /dq e 0K /Or.

Diferenciando as CPO e resolvendo por Cramer, com |H| < 0:

oK _ f{ OK  Mfxfor — fxofr)

= & <0, - = _
or |H| J0q |H |

> 0.

37.1.3.3 (c) Funcao custo CES
Enunciado. Para f = (KP + LP)P/?, encontre K*,L*, a funcio custo e 0C/dq.
Com fr = B(KP + LP)P/P~1KP~1 (idem f;), a tangéncia d4

K\r—1 r K r =1
( L ) w L (w)

Impondo K? + LP = ¢°/P,

o)
K= ql/s re’ L = qU/?

(0/(0=1) 4 el (p=1)) /7

wl/(p_1>

(ro/(o=1) o/ (0=1)) P

A funcao custo simplifica para

343



C* = g/8(rello-1) 4 wp/(p—1>)<P‘1>/P

)

e o custo marginal (= \*, pelo Envelope) é

oC*
dq

1

Bql/ﬁ—l(rp/(p—l) Pl 0) PV e
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37.2 Avaliacao Substitutiva — 18 de novembro de 2022
37.2.1 Questdo 1 — Regra da cadeia

Enunciado. Demonstre a regra da cadeia: se g € diferencidvel em x e f em u = g(x), entdo
h(z) = f(g(z)) satisfaz h'(z) = f'(g9(x))g’(z).

Pela diferenciabilidade de f em wu, definimos a fungdo-erro

flutAu) — f(u)
Mu):{ N — (), Au#0,
0, Au =0,
de modo que, para todo Awu (inclusive 0),
flut Au) = flu) = [f'(u) + e(Au)]Au, - lim e(Au) =0.

Tomamos Au = g(x + Az) — g(x), de modo que u + Au = g(z + Ax), e dividimos o incremento da
composta por Az # 0:

h(z + Azx) — h(x)
Azx

(o + Ax) — g(a)

= [ (u) + e(Au)) ~

Quando Az — 0: como g é continua, Au — 0, logo e(Au) — 0; e

w — ¢’(x). Portanto

W () = f'(g(x)) g (2)-]

A fungao-erro ¢ evita a divisao direta por Au (que poderia se anular). H
37.2.2 Questdo 2 — Integral definida f06(2 + 5x)e/3da

6
Enunciado. Calcule/ (2 + 5x)e®/3 da.
0

x/3

Por partes, com u = 2 + 5z e dv = e*/3dz, de modo que du = 5dx e v = 3¢*/?, a antiderivada é

F(z) =3(2 + 5z)e*/? — 15 / e®Bdx = 3(2 + 5x)e”/3 — 45e*/3 = (15z — 39)e®/3.
Avaliamos nos extremos (z/3 = 2 em = = 6):

F(6) = (90 — 39)e? = 51¢2,  F(0) = (0 — 39)e® = —39.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo,
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6
/ (24 52)e*/3 de = 51e? — (—39) = 51e? + 39.
0

Verificagdo: -L[(15z — 39)e™/3] = 15¢%/3 + (152 — 39)%696/3 = (bx +2)e®/3 .

37.2.3 Questdo 3 — EDO ¢y" +5y +4y =1

Enunciado. Resolva y” + 5y + 4y = 1.

A caracterfstica é r> +5r +4 = (r + 1)(r +4) = 0, com raizes reais distintas r = —1, —4:
y, = Cre™® + Che 7.

A particular constante satisfaz 44 =1= A = %. Logo

1
y(x) = Cre™® + Cye 1 + 7

37.2.4 Questdo 4 — Andlise de f(z) = 2% + 322 + 2z

Enunciado. Determine crescimento/decrescimento, concavidade, mdzximo, minimo e inflexao; es-
boce.

A 12 derivada governa a monotonia:

1
‘() =322 +62+2=0 = x=-1+—=—158 —0,42.
e v
Como [’ é pardbola de boca para cima, f’ > 0 fora das raizes e f' < 0 entre elas:

o crescente em (—oo, —1 — %) e (—1+ %, o0); decrescente entre as raizes.

A 22 derivada governa a concavidade:

f"(x) =6z +6=6(x+1).

Assim f” < 0 em (—oo0,—1) (concava) e f” > 0 em (—1,00) (convexa), com inflexdo em = = —1,
f(=1) = 0. Classificando os criticos: em =z ~ —1,58 (f” < 0) hd maximo local; em z ~ —0,42
(f” > 0) hd minimo local. As raizes de f sao z =0,—1,—2.

Esboco: cubica crescente nas pontas; sobe até o méaximo em ~ —1,58, desce passando pela inflexao
(—1,0), atinge o minimo em ~ —0,42 e volta a subir; corta o eixo em —2,—1,0, com (—1,0) como
centro de simetria.
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37.2.5 Questdao 5 — Minimizacdo de despesa

37.2.5.1 (a) n=2 — CPO e CSO

min p, 7y +pyz;  sa. Ulzy,25) =U, L =pixy + poxy + (U = U).
1,v2

CSO de minimo: Hessiano orlado com

~ U
CPO: p;, = pU,, py = plU,y, U = U, donde —+ = Y
_ U, D
|H| < 0.

37.2.5.2 (b) Grafico

No plano (z,x5), a curva de indiferenga U = U é convexa a origem; as retas de isodespesa p;x; +
Doy = € tém inclinagdo —p,/p,. O 6timo é a tangéncia da curva de indiferenca com a reta de
isodespesa de menor valor, onde —U, /Uy = —p; /py-

37.2.5.3 (c) Estatica comparativa

0 0

% >0 (mais utilidade-alvo exige mais consumo), a—%l < 0 (hicksiana decrescente, efeito substituicao pu
Py

37.2.5.4 (d) CES, n=2: U = [2¢ 4+ 24]"/*, a > 0

Enunciado. Encontre x7, x5, A*.

Com U, = [z¢ + 2§]/* 12971 a tangéncia d4

<ﬂ>a71 _n _ z _ <pl>1/(a1)'
Lo Po Ty y2!

Substituindo em z§ + z§ = U® e isolando,

1/(a—1) 1/(a—1)
x _ T7 pl * _ 7 p2
rn=U a/(a—1) af(a—1)\1/a’ v =U a/(a—1) a/(a—1)\1/a’
(p1 + Dy ) (pl + Py )

A funcéo despesa é

%« % * T a/(a— a/(a— (a—l)/a
E* = pyai + poas = U(p1/< Y —|—p2/( 1)) )

e o multiplicador (custo marginal de utilidade)

OE™ a/(a— a/(a— (a=1)/a
_ OB _ (palle- | palte-1)y '

A" =p U 1
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Verificacio (p; = py = p): ot = ab =U 27V e U(x*) = 2(U27 Y)Y =U .

37.2.5.5 (e) Minimizacdo de despesa, 3 bens (genérico)

=

mianZwi sa. Uz, ry,x3) =U, p; =ul;,, U=TU, Yi _Pi

CSO de minimo: Hessiano orlado 4 x 4 com |H;| < 0 e |H,| > 0.

37.2.5.6 (f) CES, n = 3, parametro o > 1
[Z.al/ax o— 1)/0’]0'/(‘7 1)

T , encontre as demandas hicksianas x; e \*.

Enunciado. Para U =

Seja p = =t e S = > al/g £, de modo que U = SY¢. Entdo U; = S1r=101/72P71 e como
p—1=—1/0, a tangéncia U/UJ p;/p; da

xT. o .\ 9
—’:—l<&) = z=ka;p;°
I

com escala k a fixar por U(z*) = U. Calculando S no étimo (usando p; ¥ = p}=

1/(1-0)

S=kY aplo=kPo P= Y api|
J J

Impondo U = SY? = U, isto é S = U”, e como 1 — o = —op, vem k = UP’. Logo as demandas
hicksianas:

_ .\ O _ o
a;*:Ua(zﬁ) —U @i Di . i=1,2,3.
g 1—gy0/(0—1)
(Zjajpj )

A fungio despesa ¢ E* =3 p,x; =UP° Y a;p}~7 = UP’P'"° = UP, e o multiplicador

No=pu* = 8E* [Za]p] "}1/1 U.

E* = UP é homogénea de grau 1 nos precos; cada x;, de grau 0 .
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37.3 Prova — 4 de maio de 2024
37.3.1 Questdo 1 — Regra do produto

Enunciado. Demonstre a regra do produto: (fg) = f'g+ fg’.
Pela definicao,

(fg) () = lim flz+h)g(a +hh> — f(a)g(a)

Somamos e subtraimos f(x)g(x + h) no numerador, criando a ponte entre os produtos:

fx+h)g(x+h) = flx)g(z) = [f(x+h) = f(x)]g(z + h) + f(z)[g(z + h) — g(z)].

Dividindo por h e separando os limites:

(o) () = tim TEEII @) 0y ) o S22 00)

Como g é diferenciavel (logo continua), g(z + h) — g(x), e portanto

[(f9) (@) = f'(2)g(2) + f(x)g(x).]

37.3.2 Questao 2 — Derivada
)z+1 N e:c2+2x+1 3

— — 3"
Voxr — 2

, a derivada do expoente ¢ —Inz — Z logo

Enunciado. Calcule a derivada de f(x) = (l

xT

1
Termo 1. Como (%)H — ¢~ (z+l)lnz

T = (l)mH(—lnaz—z_'_l).

X X

Termo 2. Note 22 + 22+ 1 = (z 4 1)2. Com u = @D’ (v = 2(z + 1)e™tV*) ¢ v = (5z — 2)1/2
(v = 2\/%), a regra do quociente da

T — e<m+l>2 |:2<.%' + 1) ) :|
5 =

Vor—2 205z —2)3/2

Termo 3. Como 3% = ¢’ I3 Ty = 37" In3 - 322.

Somando f' =1T] + T, —T3:

12+l x+1 2[2(x+1) 5 3
’ — (= o _ (z+1) _ __Qx . 2
[/ (x) (x> ( Inxz = >+e [ Se=32 20612 37 In3 - 3z~°.
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37.3.3 Questdo 3 — Integral e EDO

(a) Enunciado. Calcule [(Inz)*dz.

Por partes, u = (Inx)?, dv = dx, v = x:

/(m )%z = o(lnz)? — Q/Inxdac.

Como [Inzdr=zlhz— =z,

/(lnx)Qdac =z[(lnz)>—2Inz + 2] + C.

Verificagio: derivando, sobra (Inz)? .
(b) Enunciado. Resolva 2y” — 8y’ + 8y = 16, y(0) = 3, y'(0) = —1.

Dividindo por 2: y” — 4y’ + 4y = 8. A caracteristica ¢ (r — 2)2 = 0, »r = 2 dupla, logo y;, =
(C] + Cymw)e®*. Particular: 44 =8 = A = 2. Geral:

y(x) = (Cy + Cyz)e*™ + 2.

De y(0) =C; +2=3= C; = 1. Como ¢/(z) = (2C, + Cy + 2C,x)e**, y'(0) = 2C; + Cy = —1 =
02 - _3:

y(z) = (1 —3z)e?® + 2.

Verificagao: y(0) =3 ,y'(0)=2—-3=—-1 .

37.3.4 Questdao 4 — Maximizacdo de utilidade

(a) max U(%axz[)JS-& P1%y + paty = R, £ =U + AR — p1&; — poxy). CPO: Uy = Apy, Uy = Apy,
restricdo, donde —* = D180 de méximo: |H| > 0.

Uy Py
(b) No plano (x;,x,), a reta orgamentéria tem inclinagdo —p,/p, e interceptos R/p;, R/p,; as
curvas de indiferenca sdo convexas. O 6timo é a tangéncia da curva de indiferenca mais alta com a

reta orcamentaria.

(c) Diferenciando as CPO e resolvendo por Cramer com |H| > 0: gml < 0 (demanda propria
P1
O0xqy
decrescente) e R 0 (bem normal).

U x
(d) Para U = :Ei/?’.’l:g/?) (@ = 1): tangéncia -+ = -2 = by Doy = 2pyx,. Na restrico,
U, 2z, Do

3p1$1 - R:
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R 2R U,(z*
133{277 1»3_7, )\*: l(x )
3Py 3Py o
o R oxs
Das demandas, ot cpeZ2o 2 4 (confirmam o item c).

ap, - 3p? “OR ~ 3p,
(e) Utilidade indireta:

()

3/ N3/ plop
2
Pelo Envelope, g]‘; = —\'zh = —@V e g—; =\ = % A relagdo entre eles é a Identidade de
Roy:
oV/opy, 2R |

TOV/OR  3p, %
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37.4 Prova Substitutiva — 25 de maio de 2024

37.4.1 Questdo 1 — Regra do quociente

r_fla— 1y

Enunciado. Demonstre a regra do quociente: (5) 3 (com g #0).

Pela definicao, sobre denominador comum,

Somamos e subtraimos f(x)g(x) no numerador para formar os quocientes de Newton:

fle+h)g(x) — f(x)g(z +h) = g(x)[f(z + h) — f(x)] — f(x)[g(z + h) — g(z)].

Substituindo e tomando o limite (com g(x + h) — g(z), pois g é continua),

(;‘) _ f’gg—zfg"

37.4.2 Questdo 2 — EDO e integral

(a) Enunciado. Resolva y” — 5y’ + 6y =5, y(0) = %} y'(0
1

)
Caracteristica 712 —5r +6 = (r —2)(r —3) =0, A =1 > 0, r = 2,3, logo y,, = C,e** + Cye3?.

Particular: 6A=5= A = %. Geral:

)
y = Cre* + Chpe® + 6

De y(0) =C, +Co+2=3=C+C,=0;ey/(0) =20, +3C, =1=Cy =1, C, = —1:

)

Verificagdo: y(0) =2 , 4/ (0)=—-2+3=1 .

(b) Enunciado. Calcule [(2+ 3z)e**dx.

1 2x.
26 .

2 2
+ 3x)e xr = 71;6 — = e €r = Je ——e 4+ C.
2 3 sz 4_23 2x ;’ 2zd 4_23 2x 2 2z C

Por partes, u = 2 + 3z, dv = e**dx, v =

Reduzindo ao denominador comum,
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1
/(2 +3x)e**dr = Z(Gx +1)e?* +C.

Verificagdo: -L[1(6z 4 1)e**] = (3z +2)e>* .

37.4.3 Questdo 3 — Derivadas parciais de f(z,y) = 2V + %

Enunciado. Calcule as parciais de 1% € 2% ordem e mostre f,, = f,,.

Lembrando 8%959 =yz¥le (%xy = z¥%1n x, as parciais de 1* ordem sao

fo=yav 4 2z etV fy=2Inz + 2y ev Y

As de 22 ordem puras:

foo = yly —Dav=2 + (2 +422)e”™ V", f =a¥(Inz)? + (2 + 4y?)e” V.

As cruzadas: derivando f, em relacio a y (produto em yz¥1),

foy =¥ (1 +ylnz) + day et

derivando f, em relagdo a x (produto em z¥Inx),

fye =ya¥ tinz +2¥~t +day et = 2V 1 (1 +yInz) + day e Y.

Comparando, coincidem termo a termo:

Fay =V (L +ya) +day e = f,,. |V

37.4.4 Questdo 4 — Minimizacdo de custo

(a) minrK +wL sa. f(K,L) =q, L =rK+wL+ Xq—f). CPO: r = Ay, w= A, f=q,
donde f—K =~ (SO de minimo: Hessiano orlado com |H| < 0 (garantido por A > 0, frx, fr.r <0,
frr > OLe qu;Use—convexidade da isoquanta).

(b) No plano (L, K), a isoquanta f = ¢ é convexa a origem; as isocustos rK + wL = C tém
inclinacdo —w/r. O 6timo é a tangéncia da isoquanta com a isocusto de menor valor.

(c) Diferenciando as CPO e usando Cramer com |H| < 0:
OK _ I 0K _ Mfxfis — Frxrfr)

o Jh g 2o _ > 0.
or  |H]| dq |H]|

353



(d) Para f = (K + L*)%/? a tangéncia d4 (%)pil =L = £ = (p/w)"/*~D. Impondo K? + LF =
qp/ﬁ:

1/(p—1 1/(p—1
K+ — /8 r1/(p—1) L — il wl/(P=1)

(0/(0-1) 4 el (p-1))"P (re/(p=1) 4 /(o1

))1/.07

e \* = 0C*/0q (item e).

(e) A funcao custo é C* = rK* + wL*; como 7 - r/(P=1) = pp/(p=1),

C* = gM/B(pe/l0=1) 4 wﬂ/(p—1)>("_1)/p

)

homogénea de grau 1 em (r,w). Pelo Lema de Shephard,

oc . aCr

L*.
or ’ Ow v
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37.5 Prova — 10 de maio de 2025
37.5.1 Questdo 1 — Condicoes necessarias de minimo

Enunciado. Seja f : R — R diferencidvel. Quais as condicées necessdrias para T* ser minimo
relativo?

Pela expansdo de Taylor de 2* ordem, f(z* + h) — f(z*) = f'(z*)h + 5 f” (z*)h? + o(h?) > 0. Para
h pequeno o termo linear domina; como h tem qualquer sinal, é necessario

[ = 0.
Anulado o linear, 3 f”(z*)h? + o(h?) > 0; dividindo por h? > 0 e fazendo h — 0,

f”(x*) Z 0.

(A suficiente correspondente seria f”(z*) > 0.)

37.5.2 Questdo 2 — Derivada (diferenciacdo logaritmica)

V2 + 3z .
In(5 + 3% 4 ze®)

. V24 3z

Defina a expressao interna G(x) = % + (5 + 3° + ze?)

Enunciado. Calcule a derivada de f(x) = \/(:c” +

. Como a raiz é poténcia %,

fa) = (@) = g,

. . 3 -~ rd . x
Base e expoente variam: usamos diferenciacao logaritmica. De In f = - InG,

:6;<lnG+G,> = f =G/ em(lnG—i-g).

I e
f G 2 G

Falta G’. O primeiro termo: 22 = 2%(Inz + 1). O segundo é quociente N/D com N = /2 + 3z,

D =1In(5+ 3" + ze”):

N = 3 , 33 +e"(1+x)
22137’ 5434 ger

de modo que

3
G =z*(lnz+1)+ 2v2+ 3z

3*In3+e"(1+x)
5+ 3% + xe?

In(5+ 3% + ze®) — 2 + 3z
[In(5 + 3% 4 ze®))?

Portanto,
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/

Fx)=ael2. %(mow %)

com G e G’ acima.

37.5.3 Questdo 3 — Integral e EDO

(1) Enunciado. Calcule [ z3In(z? + 2)dz.

Por partes, u = In(2? + 2), dv = z3dz, v = ””7:1, du = Igf_2dm:

x? 1 b
Por divisao polinomial v’ x3 — 2z + i logo [ 2 _ 22 4+21n(22 +2). Substituindo
Vv 1 _— — R — L .
P 2242 212 08 z ’
rt P

(2) Enunciado. Resolva y” + 6y + 9y =5, y(0) = &, y/(0) = 0.

Caracteristica (r + 3)% = 0, r = —3 dupla, y;, = (C; + Cox)e 3*. Particular: 94 =5 = A = 2.
Geral y = (C;+Cyz)e ™+ 2. Dey(0) =C1+2 =4 =C,=1,9(0) =C,—3C, =0=C, = 3:

y(z) = (1 +3z)e 3% + g

Verificagao: y(0) = | 4/(0) =0 .

37.5.4 Questdao 4 — Minimizacao de despesa

(2) minp,z; + poty s.a. U =U, £ =pyx; + poze + (U — U). CPO: p, = plUy, py = pl,, U = U,

U _
donde -1 =P1 (SO de minimo: |H| < 0.
Uy

(b) Curva de indiferenca U = U convexa a origem; isodespesas de inclinacgdio —p; /p,. Otimo na
tangéncia com a isodespesa de menor valor.

- 0 —~U3
(c) Diferenciando as CPO (Cramer, |H| < 0): 91— —72 <0 hicksiana decrescente 1o préprio
prego (efeito substituigdo puro).
_ _ U. .
(d) Trés bens: min Y p;z; s.a. U(xy,zy9,24) = U; CPO p; = pU;, U = U, tangéncias iz = &;
i P

CSO orlado 4 x 4 (|H,| < 0, |H,| > 0).
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(e) Para U = Jii/4l’é/4$;)/2 (expoentes a; = a, = 1, ag = 1, somam 1), U; = q;U/z; e a tangéncia
dé p,x; proporcional a a;, isto é z} = iy Impondo U(z*) = U:
p;
_ a; B\ % a;\ % _ N\ @i _
i p; P PR
Logo
E* E* E* IO 1/4 1/4 1/2
] = ’ Ty = ’ 3 = ’ A*:M*:T:2\/§p p p .
! 4p, ? 4p, ’ 2p3 U L

(f) A funcio despesa E* = 2\/§Upi/4p;/4p§/2 ¢ homogénea de grau 1 nos precos (% +

dobrar todos os pregos dobra a despesa minima.

=
+
N[ =
I
—_
~—
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37.6 Prova — 11 de maio de 2025
37.6.1 Questdo 1 — Condicoes necessarias e suficientes de maximo

Enunciado. Seja f: R — R diferencidvel. Quais as condi¢bes necessdrias e suficientes para x* ser
mazimo relativo?

Por Taylor, f(z* + h) — f(z*) = f'(z*)h + 5 f”(z*)h?® + o(h?) < 0. O termo linear domina para h
pequeno; como h tem qualquer sinal,

J/(@) =0.

Anulado o linear, 3 f”(z*)h? + o(h?) < 0; dividindo por h? > 0,

‘f”(l‘*) <0 (necesséria). ‘

Suficiente: se f'(z*) =0 e f”(2*) < 0, por continuidade f” < 0 numa vizinhanca, e pelo resto de
Lagrange f(z* 4+ h) — f(z*) = 1 f”(£)h* < 0 para 0 < |h| < 0: maximo local estrito. A diferenca
para a necessaria é s6 a desigualdade estrita.

37.6.2 Questao 2 — Derivada

) . = 243"
Enunciado. Calcule a derivada de f(x) = x=7 + B
T
Primeira parcela A = z%/(*+1) = ¢z 1"%  Como %xiﬂ = ﬁ, a derivada do expoente é

Bt + sk, oo

w = Inx n 1
= x+ .
e T e

Segunda parcela B = N/D com N =2+ 3% (N’ = 3%In3) e D = In(1 — 2z + 3272) (D’ =

—2—6/23
/@ ). Pela regra do quociente,

1—2x+3/x?
2+6/x3
¥m3mn(l—2z+ %)+ (2+3%)——— L
w n(l =2t )+ 43 g
[In(1— 22 + 3]
(o sinal vira positivo pois —N - D" = —(2 + 3“)72%6/953). Somando,
e Inx 1
/ — oy B/ .
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37.6.3 Questdo 3 — Integral e EDO

2
(a) Enunciado. Calcule f%da:
e

2

2 PR _
Reescrevendo % = z”e™" e integrando por partes (u = 22, dv = e dx):

/xQexdx = —z2e7 " + 2/$€xd$ =22+ 2(—xe® —e %)+ C.

2
x—xd:v =—e %(z2+22+2)+ C.
e

2 —x

Verificagdo: derivando, retorna x“e™

(b) Enunciado. Resolva y" — 4y’ +4y =5, y(0) = %; y'(0) = —1.

Caracteristica (r —2)? = 0, r = 2 dupla, y;, = (C; 4+ Cyz)e?®. Particular: 44 =5 = A = 2. Geral
y=(C1+Cyx)e** +2. Dey(0) =C,+2=3=C, =1 y(0)=Cy+2C, = -1 = Cy = —3:

Verificagao: y(0) = % , Y (0) = —% + % =_1 .

37.6.4 Questiao 4 — Minimizacao de custo

(a) minrK +wL s.a. f(K,L)=q, £ =rK +wL+ Xqg— f). CPO: r = Ay, w= A, [ =q,

donde f—K =

" ¢SO de minimo: Hessiano orlado com |H| < 0.
LW

(b) No plano (L, K), a tangéncia entre a isoquanta f = ¢ (convexa & origem) e a isocusto rK +wL =
C (inclinagdo —w/r) de menor valor.

(c) Diferenciando as CPO em relagdo a ¢ e resolvendo por Cramer:

oL _ A(foKK__ frrfx)
dq |H |

> 0,

pois numerador < 0 (fx < 0) e |H| < 0: produzir mais eleva o uso de trabalho.

L
(d) Para f = K'/2L'/?: tangéncia ‘;K =% = T o= — K; na restricio K+/r/w = g:
T w

K* = q, /%, L* = q /%, A= 2y/rw.

Custo: C* = 2¢\/rw, e 0C*/0q = 2\/rw = \* .
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(e) Com terceiro insumo X de prego py: minrK +wL + py X s.a. f(K,L,X) =g, com CPO

’T:)\f}o w=Afr, px=Ax, f:CI-‘

(f) Para f = KY4LY4X'/2 (expoentes ap = a; = i, ayxy = %, somam 1), cada gasto é a fragdo do
expoente no custo total: rK* = a,C* etc. Substituindo K* = %, L* = %, X = 22—; em f=gqe

isolando (C* tem expoente total 1):

C* = q (4r) "/ (4) /4 (2px) '/ = 2V g r P4 Y,

80* = g — 2\/§T1/4w1/4p§(/2’ e
dq q

homogénea de grau 1 nos precos. Dai \* =

K= Lpsiagapl? o pe = dpajays/apl2 o xe = /o gl /Al /ap 2,

V2 V2

(g) Pelo Lema de Shephard,

acr

5 X+ — \/qul/4w1/4p;(1/2.
Px

360



38 Prova — Matematica (2026)

38.1 Prova (2026) — 30 de maio de 2026

Resolucdo completa da prova final. As questdes varrem todo o curso: condi¢bes de otimalidade
(Q1), derivacdo logaritmica (Q2), integragao e EDOs (Q3) e teoria do consumidor com dualidade
e Teorema do Envelope (Q4). Cada resultado abaixo é uma aplicagdo direta dos capitulos de
derivadas, integral, EDO, otimizagdo e aplica¢des econémicas.

38.1.1 Questdo 1 (1,0 ponto) — Condicdes Necessarias para Maximo Relativo

Seja f: R — R diferenciavel. Quais sao as condi¢Ges necessarias para z* ser um ponto
de maximo relativo?

Condicgao necessaria de primeira ordem. Se z* é maximo relativo interior e f é diferenciavel
em x*, entdo z* é ponto critico:

f(z*) =0.

Justificativa. Como z* é maximo local, existe § > 0 tal que f(z) < f(z*) para |z —2*| < 0. Pela

fx) = fz)

*

direita, < 0; pela esquerda, > 0. Como f é diferencidvel, os dois limites laterais

x
coincidem com f’(z*), forcando f’(z*) = 0.

Condigao necessaria de segunda ordem (caso f seja duas vezes diferenciavel):

f”(x*) S 0.

Justificativa. Pela expansdo de Taylor, f(z) = f(z*) + 3 f”(2*)(z — 2*)? + o((z — z*)?). Se fosse
f7(x*) > 0, f cresceria em torno de x*, contradizendo o méximo.

Observagdo. As condigdes sdo apenas necessarias, nao suficientes: f(z) = 2® tem f/(0) =0 e
f7(0) = 0 sem que x = 0 seja maximo. A condicdo suficiente de segunda ordem é f'(z*) =0 e
f7(z*) < 0 (desigualdade estrita).

38.1.2 Questdo 2 (1,25 ponto) — Derivada por Diferenciacdo Logaritmica

Calcule a derivada de

flx) = (xzew + ln(%: J_r ::c) ) ’ .

* com base e expoente variaveis. Isso exige

Estratégia. A funcdo tem a forma f(z) = g(x)
diferenciacao logaritmica. Seja
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u(z) I'S - 337
v(z)
Passo 1 — logaritmo e derivagao implicita. Tomando In de ambos os lados, In f = x Ing.
Derivando:
f g zg'(x)
—=lng+z>= = f'(x)=g(x)* |lng(z) + .
f g 9(x)
Passo 2 — derivada de u(z) = z%e~® (regra do produto):
w(x) =2z +2%(—e ") =xe % (2—2x).
N
Passo 3 — derivada de v(x) = DE:E;’ com N = In(z* +4%) e D = (2 — 32)"/2.
x
423 + 4% 1n4 . N N
N'(z) = YT (pois £47 = 4%1n4),
3(x? —1)
D'(x) = (2% — 32)" V232 — 3) = ———L.
(@) = (e = 3) Vot 3 = DL
N'D—-ND'
Pela regra do quociente, v" = —p com D? = 23 — 3a:
;o 42 4+4%In4 3(x% — 1) In(z? + 4%)
(2 4 47)VaB — 3z 2 (23 — 3x)3/2
Passo 4 — montagem. Como ¢ = u' + v':

423 4+ 4% In4 3(x% — 1) In(z* + 4%)

g@) =ze®2—12)+ ($4+4w)m_ 2 (23 — 32)3/2

Resultado final:

3 — 3z

I (@) = (:c?ew p e 4 4x)>x{1n glx) + xgg’(x) ,

com g e ¢’ dados acima. O dominio exige 2> — 3z > 0, isto é, z € (—/3,0) U (v/3,0), e g(z) > 0
para que g(x)* esteja definida.
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38.1.3 Questao 3

38.1.3.1 3.1 (1,0 ponto) — Integral /2x3ew2 dx

Estratégia. Substituicdo seguida de integracdo por partes. Note que 223 = 22 -2z e que 2z dx é o
diferencial de 2.

Substituicdo u = 22, du = 2z dx. Como z? = u:

/236369”2 dr = /x2 e (2zdx) = /ue“ du.

Integracdo por partes com s = u, dt = e" du (logo ds = du, t = e"):

/ue“du:ue“—/e“du:(u—l)e“—i—C.

Voltando a z (u = z?):

/23:361’2 de = (22 —1)e” +C.

d
Verificagao. al—[(ac2 —1)e*’] =2ze” + (22 —1)e* 20 = 2w e” [1 + 2% — 1] = 22%e* . v
T

38.1.3.2 3.2 (1,0 ponto) — EDO y” — 8y’ + 16y = —48, y(0) =—1, y'(0)=7

Equagéo caracteristica. 72 —8r + 16 = (r —4)? = 0 = r = 4 (raiz dupla). Logo:

yp(x) = (C) + Cyz) €.

Solugao particular. Termo nao-homogéneo constante e r = 0 nao ¢é raiz, entdo tentamos y,, = A:
16A = —48 = A = 3.

Solugdo geral. y(z) = (O] + Cyz) e?® — 3.

Condigoes iniciais.
y(0)=C,—3=—-1 = C, =2.

y'(z) = (Cy +4C, + 4C,x) etr y(0)=Cy+4C, =Cy,+8=7 = (Cy, =—1.

Verificagdo. y(0) =2 —-3=—1 V. y/(z) = —e¥ +4(2 — 2)e?® = (T — 42)e?®, y/ (0) =7 V.
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Primitiva e integrando y(x) = (2-x)e™-3

10

g
>
O \ —
-5
-1 0 1
X X
- F(x)=(x2-1)e™Nx?} f(x)=2x3eM{x2}

Figura 81: Esquerda: a primitiva (z2 — 1)e®” (linha) e seu integrando 2z3¢*” (tracejado). Direita:
solugio da EDO y(z) = (2 — x)e?® — 3, com y(0) = —1 marcado; o fator (2 — x)el”
domina o crescimento.

38.1.4 Questao 4 — Teoria do Consumidor

Seja U(xq,x5) a utilidade do individuo, z; a quantidade do bem i e p, o preco do bem i. Suponha
U; >0,U; <0eU; >0 paratodo i e j+ i.

38.1.4.1 (a) (0,75) — Maximizacdo de utilidade: problema, CPOs e CSO

Problema. Com renda R:

max U(zy,2y) s.a. pix; + pyze = R.

T1,T2

Lagrangeana. £ = U(x,,25) + A (R — pyzq — pay).
CPOs:

‘ Uy = Apy, Uy = Apy, P1%y + pozy = R. ‘

Dividindo as duas primeiras, obtém-se a condi¢do de tangéncia (TMS igual & razao de pregos):

Ui_m

U, pz'

CSO. Pela natureza restrita, usa-se o Hessiano orlado:

B 0 —p1 —py
H=1-p Uy U;y|.

—py Uy Uy
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Para maximo (com n = 2 varidveis e m = 1 restri¢do), exige-se |H| > 0. Calculando:

|H| = —ptUpy —p3 Uyy + 2p1py Uy,

Sob as hipéteses U,; < 0 e Uy > 0, 0s trés termos sido positivos, de modo que |H| > 0 automati-
camente — a solucdo interior é méaximo.

38.1.4.2 (b) (0,5) — Representacio grafica

No plano (z,,z,): as curvas de indiferenca (U = const.) sdo convexas em dire¢do a origem
(decrescentes pela monotonicidade U, > 0, convexas pela quase-concavidade implicada por U;; < 0,
U;; > 0); a reta orcamentéria p;r; + por, = R tem inclinagio —p;/py. O 6timo (z7,23) € o
ponto de tangéncia entre a curva de indiferenca mais alta atingivel e a reta orcamentaria.

_.1/4_3/4
6
4
U=0.70
o (1, 3) U=1.60
X
— U=228
— U=2096
2
0
0 1 2 3 4
X1

Figura 82: Problema do consumidor para U = a:i/4xg/4 comp;, =1, p, =1, R =4. Curvas de

indiferenca (cinza), reta orcamentéria (vermelha) e o 6timo (z3, z5) = (1,3) (verde), no
ponto de tangéncia.
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38.1.4.3 (c) (0,75) — Diferenciacao das CPOs e efeito da renda sobre a demanda do bem 1

Diferenciando totalmente o sistema de equilibrio em relagdo a R (com p, p, fixos), as enddgenas
880 (z1,Tq, A):

(CPO 2) U21 d‘/I"l + U22 d$2 - p2 d)\ == O,
(restrigdo): p; dxq + pydzy = dR.

Em forma matricial (ordem d\,dz,, dz,), a matriz é o proprio Hessiano orlado H:

) —dR
dz, 0

Regra de Cramer para z; (substituindo a coluna de dz; pelo vetor de termos independentes):

0 -1 —p

15) 1 2 U,, —p, U.

o e (—pl 0 Um):pz ao ity
—py 0 U22

Sinal. Como U,y > 0 e Uy, < 0, 0 numerador pyU;o — pyUsg > 0; € |H| > 0 pela CSO. Logo:

0xy
ﬁ > 0.

Interpretagao. Sob as hipdteses dadas (U, > 0, U;; < 0), o bem 1 é necessariamente normal:
aumentar a renda eleva a demanda. (Em geral o sinal seria ambiguo; aqui as hipdteses de curvatura
o fixam positivo.)

38.1.4.4 (d) (1,0) — Cobb-Douglas U = z7/*23/*: étimo z7, 2%, \*

.U (1/4)z, Lo D1
As CPOs U, = \p;, U, = Ap, com tangéncia ddo — = = —= = =, e a demanda
! b ? : U, (3/4)x, 32, Do

Cobb-Douglas conhecida (cada bem absorve uma fragéo fixa da renda igual ao seu expoente):

. 1R . 3R
== —, xh=-—.
Lodp > 4,
U,(z* 1 1
Multiplicador. \* = 1(2) =—- 1(.%?)_3/4(1:;)3/4. Substituindo:
Dy D1

—3/4 4 4
o | (R/<4p1>) 3/<3R)3/ 1 (31,1)3/ I EEET—
4p, 4p,y 4p; \ po 4 ?
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Note que A* nao depende de R: para Cobb-Douglas com expoentes somando 1, a utilidade indireta
é linear na renda, entdo a utilidade marginal da renda é constante.

38.1.4.5 (e) (0,75) — Minimizacdo de despesa: problema, CPOs e CSO

Problema dual. Dado um nivel-alvo de utilidade U:

min p;x; + pexy s.a. U(xy,xy) =U.
T1,To

Lagrangeana. £ = pyx; + poxy + (U — U(zy, 25)).

CPOs:
P =pU, Py = pUs, U(='E1a1‘2):U~
U
Dividindo, recupera-se a mesma tangéncia U—l R refletindo a dualidade entre maximizar
2 %)

utilidade e minimizar despesa.

CSO. Com o Hessiano orlado
_ 0 _Ul _U2
Hg=|-U —pUy —uply |,
—Uy —pUy —plUyy

a condicdo de minimo (com n = 2, m = 1) é |Hgy| < 0. Como p > 0 e U é quase-concava, a
condicao é satisfeita na solugdo interior.

38.1.4.6 (f) (1,5) — Cobb-Douglas: demandas hicksianas, funcdo despesa e homogeneidade

U 1/4)x T 3
Com U = 331/4.%2/4, a tangéncia — = (1/)zy _ @5 =Dgs Ty = ﬂxl. Substituindo na

Uy (3/4)x4 B 3xy Po y2

o~ 1/4 3[4 7
restrigao xl/ x2/ =U:

3/4 3/4
3 _ 3 _
2yt <§1x1> =0 = = (p1> ~ 0.
2

Demandas hicksianas (compensadas):

Funcao despesa. D(p;,p,,U) = pyxi + pyzh:
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D = p, U3-34p 3M4p3/4 | 7 31 /apl Ay 114 _ gy 14804 (3874 4 31/4y,

Como 314 =3. 3*3/4, o fator é 3*3/4(1 +3)=4- 3-3/4.

D(py, py, U) = 4- 37447 p/* p3/4,

Grau de homogeneidade nos pregos. Escalando p;,p, por t > 0:

Logo D ¢ homogénea de grau 1 nos pregos — como toda fungao despesa (dobrar todos os pregos
dobra o gasto necessario para manter U).

38.1.4.7 (g) (0,5) — Lema de Shephard via calculo direto e via Teorema do Envelope

Calculo direto. Derivando a funcao despesa em py:

3/4
oD amr L 3/4 34 o g7 —3/43/4 (P
o, 1P Pa 1 P2 30, 1
oD
— =z
Op, !

Via Teorema do Envelope. Seja L* = £(x%, x5, 1*; py, Dy, U) a Lagrangeana avaliada no étimo.
O Teorema do Envelope diz que a derivada da funcdo-valor em um parametro iguala a derivada
parcial da Lagrangeana naquele pardmetro, mantendo as escolhas fixas (os efeitos indiretos via
x}, xh cancelam-se pelas CPOs):

oL 0« 0 .
8])1 apl 8])1 [pl 1 P2Zy :u’< )] 1

6timo 6timo

Como L* = D(p;,ps,U) no étimo (o termo da restrigdo é nulo), confirma-se

oL* B
Op,

_ oD
3201'

*
)

Os dois caminhos coincidem: o Lema de Shephard para o consumidor — derivar a fungao despesa
no preco de um bem recupera a demanda hicksiana por aquele bem — é uma aplicagdo imediata
do Teorema do Envelope.
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